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Avant-propos
Ce cours constitue la premie`re partie de l’enseignement de physique des
lasers du M2 “Lasers et Matie`re”. La seconde partie, concernant les modes
transverses dans les cavite´s et les phe´nome`nes de verrouillage de modes, est
effectue´e par Marie-Claire Schanne-Klein. Ce cours reprend en grande partie
le cours de physique des lasers que Christian Delsart assurait dans ce meˆme
M2 et s’appuye aussi tre`s largement sur l’expe´rience acquise au contact de
l’enseignement d’Alain Aspect a` l’Ecole Polytechnique. Nous leur en sommes
tre`s reconnaissants.
Ce cours est centre´ sur la physique de base du laser, notamment sur l’inter-
action entre le milieu amplificateur et le mode laser. Il utilise un formalisme
semi-classique dans lequel les atomes du milieu amplificateur sont de´crits
par la me´canique quantique et le champ laser est de´crit par les e´quations de
Maxwell (on ne quantifie pas le champ). Il s’agit d’un cours de physique des
lasers de base, et non d’un cours de technologie des lasers ou traitant des
applications des lasers, meˆme si ce sont des sujets tout aussi passionnants.
Ce cours pre´sente e´galement de graves lacunes, notamment dans le domaine
des lasers a` semiconducteurs. Il s’agit d’un choix lie´ au volume horaire de cet
enseignement.
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Chapitre 1
Laser et interaction
matie`re-rayonnement
1.1 Introduction et historique
1.1.1 Historique
L’abre´viation “M.A.S.E.R.” (Microwave Amplification by Stimulated Emis-
sion of Radiation) est apparue en 1955 (J. P. Gordon et al, Phys. Rev. 99
(1955) 1264). L’abre´viation “L.A.S.E.R.” (Light Amplification by Stimulated
Emission of Radiation) apparaˆıt pour sa part en 1964 a` la place de l’expres-
sion “Optical Maser”. Voici une rapide chronologie de l’histoire du LASER :
– 1917 : A. Einstein, e´mission stimule´e, explication de la loi de Planck.
– 1949 : A. Kastler et J. Brossel, pompage optique et inversion de popu-
lation.
– Apre`s 1950 : L. Schawlow, C. H. Townes (USA), N. G. Basov, A. M.
Prokhorov (URSS), propositions de dispositifs masers.
– 1955 : J. P. Gordon, H. J. Zeiger, C. H. Townes, maser a` ammoniac
(λ = 1, 25 cm).
– 1958-59 : L. Schawlow, C. H. Townes, proposition d’un maser optique
a` cavite´ de type Fabry-Perot.
– 1960 : T. H. Maiman, laser a` rubis impulsionnel (λ = 694, 3 nm).
– Fin 1960 : A. Javan et coll., laser he´lium-ne´on continu (λ = 1, 15µm).
– 1961 : A. Javan et coll., laser he´lium-ne´on continu (λ = 633 nm).
– 1961 : P. A. Franken et coll., doublage de fre´quence d’un laser a` rubis
dans un cristal de quartz.
– 1962 : Laser a` semi-conducteur pulse´.
– 1963 : Laser CO2.
– 1964 : Lasers Ar+ et Nd3+ :YAG.
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– 1966 : Laser a` colorant impulsionnel (rouge, orange, jaune).
– 1970 : Laser a` colorant continu.
– 1975 : Laser a` semi-conducteur continu.
– 1977 : D. Deacon et coll., re´alisation du premier laser a` e´lectrons libres.
– 1988 : Laser titane-saphir continu.
– 1993 : Laser titane-saphir femtoseconde (10 fs).
– 1993 : S. Nakamura et coll., diode laser bleue a` base de GaN.
– 1994 : F. Capasso et coll., laser a` cascade quantique.
– 1997 : Laser visible pulse´ petawatt (1015 W).
Prix Nobel “Lasers” et “Interaction Lasers-Matie`re” : A. Ein-
stein (1921) ; C. H. Townes, N. G. Basov, A. M. Prokhorov (1964) ; A. Kast-
ler (1966) ; N. Bloembergen, L. Schawlow (1981) ; C. Cohen-Tannoudji, S.
Chu, W. Phillips (1997) ; A. H. Zewail (Chimie 1999) ; Z. Alferov, H. Kroe-
mer (2000) ; E. Cornell, W. Ketterle, C. Wieman (2001) ; R. J. Glauber, J.
L. Hall, T. W. Ha¨nsch (2005).
Depuis 1961, de nombreux lasers ont e´te´ mis au point chaque anne´e.
Actuellement, la recherche et le de´veloppement sont majoritairement axe´s
sur les lasers “tout solides” (lasers a` semi-conducteurs, lasers a` ions dopant
des matrices cristallines ou amorphes, lasers a` fibres. . . ).
1.1.2 Qu’est-ce qu’un laser ?
Les lasers sont des dispositifs qui produisent un rayonnement cohe´rent
pour des longueurs d’onde situe´es dans les domaines infrarouge (IR), visible,
ultraviolet (UV) du spectre e´lectromagne´tique. Les masers e´mettent sur le
meˆme principe dans le domaine hertzien. On se limitera dans ce cours aux
lasers : ces dispositifs emploient une varie´te´ extraordinaire de mate´riaux et
de me´thodes d’amplification, et ont d’innombrables applications re´alise´es ou
potentielles.
Malgre´ cette diversite´, on peut de´finir les quatre e´le´ments fondamentaux
d’un laser, sche´matise´ sur la Figure 1.1 :
1. Un milieu amplificateur constitue´ d’atomes, mole´cules, ions ou e´lectrons
dans un gaz, un plasma, un liquide ou un solide, et dont le roˆle est d’ac-
croˆıtre la puissance d’une onde au cours de sa propagation.
2. Un syste`me d’excitation (ou de “pompage”) qui permet de cre´er les
conditions d’une amplification du rayonnement e´lectromagne´tique (exemple :
“inversion de population” par pompage lumineux).
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Pompage
(Excitation)
Milieu actif
(Amplificateur)
Miroir Miroir partiellement
transparent
Faisceau laser
Oscillation 
résonante
Résonateur (Cavité)
Fig. 1.1 – Repre´sentation sche´matique du principe d’un laser.
3. Un re´sonateur optique (ou “cavite´”) qui cre´e les conditions d’une oscil-
lation laser re´sonnante (cavite´s line´aires Fabry-Perot, cavite´s en anneau
ou autre...).
4. Un couplage de sortie qui permet d’utiliser une partie du rayonnement
stocke´ dans la cavite´ (miroir de sortie, lame se´paratrice, etc.).
A l’inte´rieur ou a` l’exte´rieur du re´sonateur, on peut ajouter des e´le´ments
dispersifs pour adapter les proprie´te´s spectrales du laser aux besoins de l’uti-
lisateur, des commutateurs temporels pour cre´er des impulsions, des milieux
non line´aires qui produisent une conversion de fre´quences (doublage, triplage,
addition, soustraction, effet Raman, e´mission parame´trique, etc.).
1.1.3 Organisation du cours
Le chapitre 1 de´crit les processus d’interaction entre la lumie`re et les
atomes du milieu actif du laser. En partant des premiers principes (e´quations
de Maxwell et e´quation de Schro¨dinger), nous e´tablissons les e´quations de
Bloch-Maxwell d’un laser monomode dans le chapitre 2. Le chapitre 3 re´sout
ces e´quations en re´gime stationnaire. Le chapitre 4 aborde le proble`me des
milieux a` e´largissement inhomoge`ne. Le chapitre 5 traite des lasers en re´gimes
relaxe´ ou de´clenche´. Enfin, le chapitre 6 propose une approche semi-classique
du bruit des lasers.
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1.2 Le processus LASER
1.2.1 Grandeurs e´nerge´tiques
Il est utile de connaˆıtre les de´finitions des grandeurs suivantes, dont on
donne la traduction anglaise et l’unite´ dans le syste`me international :
Energie , “energy” E [J] (e´nergie d’une impulsion laser).
Densite´ d’e´nergie surfacique , “fluence” Esurf [J.m
−2] : e´nergie par unite´
de section droite du faisceau, Esurf = dE/dS . Appele´e encore “expo-
sition e´nerge´tique”.
Puissance , “power” P [W] (puissance d’un faisceau lumineux, puissance
creˆte d’une impulsion) : e´nergie traversant la section droite du faisceau
par unite´ de temps, P = dE/dt.
Intensite´ , “intensity” I [W.m−2] : densite´ surfacique de puissance, puis-
sance par unite´ de section droite du faisceau, valeur moyenne du mo-
dule du vecteur de Poynting, I = dP/dS . Appele´e encore “e´clairement
e´nerge´tique”.
Flux de photons , “photon flux” Φ [m−2.s−1] : nombre de photons 1 de
fre´quence ν traversant l’unite´ de surface par unite´ de temps, Φ = I/hν.
Densite´ d’e´nergie , “energy density” u [J.m−3] : e´nergie de l’onde e´lectromagne´tique
par unite´ de volume.
Pour une onde progressive plane ou sphe´rique, il est facile de trouver des
relations simples entre certaines grandeurs e´nerge´tiques :
I =
c0
n0
u , (1.1)
ou` c0/n0 est la ce´le´rite´ de l’onde dans le milieu d’indice n0 conside´re´.
Conside´rons par exemple une onde plane monochromatique de pulsation
ω = 2piν se propageant dans la direction +z. Le champ e´lectrique associe´ a`
cette onde peut s’e´crire :
E(r, t) = −→ε Ae−iωt+ikz + c.c., (1.2)
ou` A est complexe et ou` −→ε est un vecteur unitaire, suppose´ re´el pour sim-
plifier, qui est oriente´ dans la direction de polarisation du champ. La densite´
1Dans le cadre de ce cours, l’utilisation du terme photons n’est qu’une commodite´ de
langage. En effet, comme le champ e´lectromagne´tique n’est pas quantifie´, cette notion ne
de´signe qu’une quantite´ hν d’e´nergie dans le mode de cavite´ conside´re´
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d’e´nergie de cette onde est donne´e par :
u =
1
2
(E ·D + B ·H) , (1.3)
qui dans notre cas devient :
u = 2ε0n
2
0|A|2 , (1.4)
et son intensite´ par le module du vecteur de Poynting
S = E ∧H (1.5)
c’est-a`-dire
I = 2ε0n0c0|A|2. (1.6)
Les e´quations (1.4) et (1.6) ve´rifient bien l’e´quation (1.1).
1.2.2 Processus de conversion d’e´nergie
Les postulats de Bohr (1913) indiquent que l’e´nergie totale d’un “ato-
me” (terme ge´ne´rique pour atome, mole´cule, ion, semi-conducteur...) ne peut
prendre que certaines valeurs discre`tes, et qu’elle ne peut changer que lors de
“sauts quantiques” (quantum jumps) accompagne´s, par exemple, de l’e´mission
ou de l’absorption d’un photon. Cette conversion d’e´nergie particulie`re fait
partie de la the´orie d’Einstein (1917) des interactions entre matie`re et rayon-
nement e´lectromagne´tique.
E2
Rayonnement en résonance
E1
(a)
Excitation
Pompage
(b)
Emission
spontanée
(c)
Absorption
(d)
Emission
stimulée
(e)
Désexcitation
non-radiative
hν0 hν hν
hν
Fig. 1.2 – Repre´sentation sche´matique des processus de conversion d’e´nergie
entre les atomes et le rayonnement.
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Pour un syste`me a` deux niveaux 1 et 2 d’e´nergies E1 et E2 (E1 < E2), on
peut distinguer cinq diagrammes principaux de conversion d’e´nergie (voir la
figure 1.2) :
– (a) Excitation indirecte des niveaux 1 et 2 , appele´e encore pompage ; ce
pompage est re´alise´ par apport d’e´nergie sous des formes diverses (lumi-
neuse, e´lectrique, chimique, collisions...), et souvent par l’interme´diaire
des autres niveaux de l’atome.
– (b) L’atome se de´sexcite du niveau 2 au niveau 1 par e´mission spon-
tane´e d’un photon d’e´nergie hν0 = E2 − E1 : cette e´mission a` la
fre´quence de re´sonance ν0 de la transition 2 → 1 rayonne dans tout
l’espace (4pi sr), de fac¸on isotrope en ge´ne´ral, de fac¸on quelquefois ani-
sotrope pour les solides cristallins. Une fois le niveau 2 excite´, l’instant
de de´clenchement du saut quantique est ale´atoire, mais la probabi-
lite´ d’e´mettre un photon suit une loi exponentiellement de´croissante
avec le temps. Cette dure´e de vie finie du niveau 2 se traduit par un
e´largissement du profil d’e´mission centre´ a` la fre´quence de re´sonance
ν0. Ce processus ne peut eˆtre de´crit rigoureusement qu’en quantifiant
le champ e´lectromagne´tique. Par conse´quent, dans le cadre de ce cours,
nous introduirons l’e´mission spontane´e de fac¸on heuristique.
– (c) L’atome, initialement dans le niveau 1, est excite´ vers le niveau 2 par
absorption d’un photon d’e´nergie hν, ou` la fre´quence ν du rayonnement
excitateur incident est tre`s voisine de la fre´quence de re´sonance ν0 de
la transition 2 → 1. Le processus, pourvu qu’il soit quasi-re´sonnant,
est induit par le photon incident. A chaque processus, le rayonnement
incident perd un photon : il est atte´nue´ (ou absorbe´) apre`s avoir subi
de nombreux processus.
– (d) L’atome, initialement dans le niveau 2, est de´sexcite´ vers le niveau
1 par e´mission induite (ou stimule´e) d’un photon d’e´nergie hν, ou` la
fre´quence ν du rayonnement excitateur incident est tre`s voisine de la
fre´quence de re´sonance ν0 de la transition 2 → 1. Ce processus, qui est
induit (ou stimule´) par le photon incident, est exactement le processus
inverse de l’absorption. A chaque processus, le rayonnement incident
gagne un photon qui a les meˆmes caracte´ristiques que le photon incident
(fre´quence, direction...) : il est amplifie´ apre`s avoir subi de nombreux
processus.
– (e) L’atome, initialement dans le niveau 2, est de´sexcite´ vers le niveau
1 par de´sexcitation non radiative ; aucun photon n’est e´mis, et l’e´nergie
est transfe´re´e sous une forme non radiative : collisions, augmentation
de l’e´nergie vibrationnelle ou rotationnelle pour une mole´cule, augmen-
tation de l’e´nergie de translation d’un atome, cre´ation de phonons dans
un solide...
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Tous ces processus interviennent dans le milieu amplificateur d’un laser.
L’e´mission stimule´e (d), qui est a` la base de l’amplification, ne peut intervenir
que si on excite suffisamment d’atomes dans le niveau 2 par le pompage (a),
pour que le processus (d) soit pre´dominant par rapport a` l’absorption (c).
Nous verrons que ceci ne peut se produire que dans une situation d’inversion
de population, c’est-a`-dire quand la population du niveau 2 est supe´rieure
a` celle du niveau 1. L’e´mission spontane´e (b) permet d’e´mettre le “premier
photon” dans la cavite´, qui sera ensuite amplifie´ par e´mission stimule´e. La
de´sexcitation non radiative (e) est souvent irre´versible et efficace, ce qui peut
eˆtre utile pour vider rapidement le niveau 1 ou pomper le niveau 2 a` partir
d’autres niveaux.
1.2.3 Obtention heuristique des e´quations du laser mo-
nomode
Les ide´es pre´ce´dentes nous permettent d’imaginer une description sim-
plifie´e de l’effet laser. Supposons que celui-ci se produise sur la transition
2 → 1 (ce sera toujours le cas dans ce cours). Dans le cas le plus favorable,
le niveau infe´rieur 1 n’est pas le niveau fondamental de l’atome et peut se
de´sexciter rapidement par (b) et surtout par (e) vers des niveaux infe´rieurs :
on parle alors d’un syste`me a` 4 niveaux. Si on est capable de pomper tre`s
rapidement par (a) le niveau supe´rieur 2, on peut le´gitimement admettre
que le nombre d’atomes dans 1 est ne´gligeable devant le nombre d’atomes
dans 2. Dans cette approximation (valable pour de nombreux lasers), on peut
de´crire l’effet laser par deux grandeurs : le nombre total ∆N (sans dimen-
sion) d’atomes dans le niveau 2 (“atomes 2”) au sein du milieu amplificateur,
le nombre F de photons circulant a` l’inte´rieur de la cavite´ laser.
Le nombre F change principalement a` cause de (d) qui ajoute des photons,
et a` cause des pertes ine´vitables dans la cavite´ (miroirs, diffusion, absorp-
tion re´siduelle, diffraction...) qui en retranchent constamment. On peut e´crire
l’e´quation diffe´rentielle d’e´volution de la fonction F (t) de la fac¸on suivante :
dF
dt
= κ∆NF − F
τcav
. (1.7)
Le terme −F/τcav est le taux de de´croissance du nombre de photons duˆ
aux pertes dans la cavite´ avec la constante de temps τcav appele´e encore
“dure´e de vie de photons” ; le produit κ∆NF est le taux de croissance du
nombre de photons (gain) duˆ a` l’e´mission induite, taux qui est proportionnel
au nombre d’atomes dans le niveau 2 et au nombre de photons dans la cavite´
laser.
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Si on veut tenir compte de l’e´mission spontane´e, on peut en premie`re ap-
proximation remplacer κ∆NF par κ∆N(F + 1) : cependant, dans les condi-
tions habituelles de fonctionnement ou` F ≈ 1010 − 1020, on peut ne´gliger
cette contribution car F ≫ 1.
Le nombre ∆N change principalement a` cause de (a) qui excite les atomes
issus du niveau 2, (b) qui les de´sexcite spontane´ment vers le niveau 2 et
d’autres niveaux, et enfin (d) qui les de´sexcite de fac¸on induite en proportion
de F vers le niveau 2. On peut e´crire l’e´quation diffe´rentielle d’e´volution de
la fonction ∆N(t) de la fac¸on suivante :
d∆N
dt
= Rp − κ∆NF − ∆N
τ
. (1.8)
Le terme Rp repre´sente le taux de pompage du niveau 2 ; le terme −∆N/τ
est le taux de de´croissance du nombre d’atomes 2 duˆ aux de´sexcitations spon-
tane´es avec la constante de temps τ appele´e encore “dure´e de vie du niveau
2” ; le terme κ∆NF est le taux de de´sexcitation du niveau 2 duˆ a` l’e´mission
induite, taux qui est proportionnel au nombre d’atomes 2 et au nombre de
photons dans la cavite´ laser. Un re´sultat remarquable est que la constante κ
est identique dans les e´quations (1.7) et (1.8), car la suppression d’un atome
2 par e´mission stimule´e dans le milieu amplificateur (1.8) correspond a` l’ac-
quisition d’un photon dans la cavite´ (1.7). Cette constante κ sera de´termine´e
ulte´rieurement.
Les deux e´quations standard (1.7) et (1.8), e´galement appele´es e´quations
de Statz et de Mars, de´crivent l’effet laser a` condition de connaˆıtre les gran-
deurs Rp, κ, τ , τcav. Ce sont des e´quations couple´es de fac¸on non line´aire qui
n’ont pas en ge´ne´ral de solution analytique connue. On en trouvera cepen-
dant des solutions dans des cas particuliers inte´ressants (voir chapitres 3 et
4).
Remarque : ces e´quations ne sont pas valables telles quelles pour
un syste`me a` 3 niveaux pour lequel le niveau infe´rieur 1 est le
niveau fondamental de l’atome. De plus, elles supposent que le
laser fonctionne sur un seul mode de la cavite´. Nous reviendrons
plus bas sur ces conside´rations.
1.2.4 Re´gime stationnaire : saturation et seuil
Le re´gime stationnaire, qui correspond au fonctionnement continu du
laser, se traduit simplement par les e´galite´s suivantes : d∆N/dt = 0 et
dF/dt = 0. Les e´quations (1.7) et (1.8) prises dans l’hypothe`se F 6= 0 en-
traˆınent alors les deux relations suivantes :
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∆N =
1
κτcav
≡ ∆Ns , (1.9)
F =
1
κ∆Ns
[
Rp − ∆Ns
τ
]
. (1.10)
Le nombre ∆Ns de´fini en (1.9) est une constante qui de´pend des ca-
racte´ristiques de la transition et des pertes dans la cavite´ : il mesure le nombre
d’atomes dans le niveau 2 lorsque l’oscillation laser continue se produit, et
qui est constant quelle que soit son intensite´ ; c’est en particulier le nombre
d’atomes 2 au seuil de l’oscillation laser, lorsque son intensite´ est quasi-nulle
(d’ou` l’indice s affecte´ a` ∆Ns ). Quand ∆N < ∆Ns , on n’a pas d’effet laser
en re´gime stationnaire. La figure 1.3 re´sume le comportement stationnaire
du laser en fonction du taux de pompage.
∆N
Rp
∆Ns
F
Rp
0
0
(a)
(b)
s
pR
Fig. 1.3 – Evolution du re´gime stationnaire du laser en fonction du taux de
pompage Rp. (a) Population ∆N du niveau 2 ; (b) Nombre de photons F .
Si on introduit le taux de pompage au seuil de l’oscillation laser :
Rsp =
1
κττcav
, (1.11)
l’e´quation (1.10) montre que F est une fonction line´aire du taux de pompage
Rp au-dessus du seuil :
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F =
1
κ∆Ns
[
Rp − ∆Ns
τ
]
= τcav
[
Rp −Rsp
]
, pour Rp ≥ Rsp ,
(1.12)
F = 0 , pour Rp < R
s
p .
(1.13)
La relation Rsp = ∆Ns/τ signifie simplement que le taux de pompage au
seuil compense exactement le taux de de´sexcitation par atome multiplie´ par
le nombre d’atomes 2 au seuil. L’expression (1.10) met aussi en e´vidence l’in-
fluence du rayonnement laser sur le nombre d’atomes excite´s dans le niveau
2. On peut l’e´crire sous la forme e´quivalente :
∆N =
Rpτ
1 + κτF
=
Rpτ
1 + F
Fsat
avec Fsat =
1
κτ
. (1.14)
Le nombre Fsat de´fini en (1.14) est une constante qui ne de´pend que des
caracte´ristiques de la transition. En l’absence d’oscillation laser dans la cavite´
(F = 0), le nombre d’atomes 2 serait e´gal a` ∆N0 = Rpτ . Par de´finition, le
nombre de photons “de saturation” est le nombre de photons F = Fsat (d’ou`
l’indice sat affecte´ a` Fsat) pour lequel le nombre d’atomes 2 est divise´ par 2,
c’est-a`-dire ∆N = ∆N0/2 . Ainsi, ∆N est dit “sature´”, ∆N0 est dit ”non
sature´”.
On constate sur (1.14) que le phe´nome`ne de saturation est un phe´nome`ne
non line´aire ; celui-ci est d’une grande importance pratique puisqu’il explique
comment le nombre d’atomes 2 est maintenu constant au-dessus du seuil
quelle que soit la valeur de F . On remarque aussi que quand F devient tre`s
grand, ∆N tend vers 0. En fait, l’augmentation du pompage (donc de ∆N0)
sert a` augmenter le nombre de photons dans la cavite´ tout en maintenant
∆N constant.
Nous reviendrons plus en de´tails sur le fonctionnement du laser en re´gime
stationnaire dans le chapitre 3. Dans la suite de ce chapitre, nous allons jus-
tifier plus rigoureusement les expressions des phe´nome`nes de gain et d’ab-
sorption.
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1.3 Equations de Bloch optiques pour un syste`me
a` deux niveaux
1.3.1 Interaction dipolaire e´lectrique. Fre´quence de Rabi
E2
E1
ħ
ω0
ω
Fig. 1.4 – Syste`me a` deux niveaux conside´re´.
Soit un atome a` deux niveaux suppose´s pour le moment non de´ge´ne´re´s
|1〉 et |2〉 d’e´nergies respectives E1 et E2 = E1 + h¯ω0 (voir la figure 1.4). Si
le hamiltonien de l’atome est Hˆ, l’e´volution de l’e´tat |Ψ〉 de l’atome est re´gie
par l’e´quation de Schro¨dinger :
ih¯
d|Ψ〉
dt
= Hˆ|Ψ〉 . (1.15)
Etudions l’interaction de l’atome avec une onde monochromatique a` la pul-
sation ω polarise´e line´airement suivant Ox de champ e´lectrique :
E = Exux = (Ae−iωt + c.c.) ux, (1.16)
ou` u
x
est un vecteur unitaire dans la direction x, Ex l’amplitude instantane´e
re´elle du champ et A son amplitude complexe. L’hamiltonien Hˆ a pour ex-
pression Hˆ = Hˆ0 + HˆI ou` Hˆ0 est le hamiltonien de l’atome libre et ou` HˆI est
le hamiltonien d’interaction dipolaire e´lectrique :
HˆI = −dˆ · E = −dˆxEx , (1.17)
ou` dˆ est l’ope´rateur dipoˆle e´lectrique et dˆx sa composante suivant x. On
introduit l’e´le´ment de matrice de cet ope´rateur entre les niveaux 1 et 2 :
d12 = 〈1|dˆx|2〉 (les e´le´ments diagonaux sont nuls pour un atome dans le
vide). Nous supposerons d12 re´el et noterons par conse´quent d = d12 = d21.
L’e´tat |Ψ〉 peut se de´velopper a` tout instant sur la base {|1〉, |2〉} :
|Ψ〉 = a1(t) exp
(
−iE1t
h¯
)
|1〉+ a2(t) exp
(
−iE2t
h¯
)
|2〉 . (1.18)
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En injectant le de´veloppement (1.18) dans (1.15) avec (1.17), on obtient :
a˙1 =
i
2
a2
(
ω1e
−iωt + c.c.
)
e−iω0t , (1.19)
a˙2 =
i
2
a1
(
ω1e
−iωt + c.c.
)
eiω0t , (1.20)
ou` nous avons introduit la pulsation de Rabi (complexe) :
ω1 =
2dA
h¯
. (1.21)
En ne gardant dans les e´quations (1.19) et (1.20) que les termes lents (ap-
proximation quasi-re´sonante, e´galement appele´e “approximation de l’onde
tournante” ou “approximation se´culaire”), on obtient :
a˙1 =
i
2
a2ω
∗
1e
iδt , (1.22)
a˙2 =
i
2
a1ω1e
−iδt , (1.23)
ou` nous avons introduit le de´saccord entre la fre´quence de l’onde et la fre´quence
de Bohr de la transition atomique :
δ = ω − ω0 . (1.24)
En combinant les e´quations (1.22) et (1.23), on obtient l’e´quation d’e´volution
de a1 :
a¨1 − iδa˙1 + |ω1|
2
4
a1 = 0 , (1.25)
dont les solutions oscillent a` la pulsation de nutation Ω donne´e par
Ω =
√
|ω1|2 + δ2 . (1.26)
On retrouve ainsi les oscillations de Rabi discute´es dans le cours d’Interaction
Matie`re-Rayonnement.
1.3.2 Matrice (ou Ope´rateur) Densite´
La formalisme de l’e´quation de Schro¨dinger n’est valable que pour un
atome isole´. Si on souhaite introduire les relaxations et tenir compte d’une
certaine dispersion statistique parmi les atomes conside´re´s, il faut utiliser le
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formalisme de la matrice densite´. L’e´quation de Schro¨dinger est alors rem-
place´e par l’e´quation de Von Neumann :
ih¯
dρˆ
dt
= [Hˆ, ρˆ] . (1.27)
Dans le cas du syste`me a` deux niveaux, on obtient alors :
ρ˙11 = −ρ˙22 = i
2
(
ω1e
−iωt + ω∗1e
iωt
)
(ρ21 − ρ12) , (1.28)
ρ˙12 = iω0ρ12 +
i
2
(
ω1e
−iωt + ω∗1e
iωt
)
(ρ22 − ρ11) . (1.29)
En appliquant a` nouveau l’approximation quasi-re´sonante, ce syste`me d’e´quations
devient :
ρ˙11 = −ρ˙22 = i
2
(
ω∗1ρ21e
iωt − ω1ρ12e−iωt
)
, (1.30)
ρ˙12 = iω0ρ12 +
iω∗1
2
(ρ22 − ρ11)eiωt . (1.31)
On se place alors dans le re´fe´rentiel complexe qui tourne avec le champ d’am-
plitude complexe A = |A|eiϕ en introduisant :
σ21(t) = ρ21(t)e
iωt , (1.32)
σ12(t) = ρ12(t)e
−iωt , (1.33)
ce qui nous permet d’obtenir les e´quations de Bloch du syste`me a` deux ni-
veaux :
d
dt
(ρ22 − ρ11) = −i(ω∗1σ21 − ω1σ∗21) , (1.34)
d
dt
σ21 = iδσ21 − iω1
2
(ρ22 − ρ11) , (1.35)
C’est a` partir de ces e´quations que le vecteur de Bloch (u, v, w) est in-
troduit dans le cours d’Interaction Matie`re-Rayonnement. En ce qui nous
concerne, nous allons suivre un chemin diffe´rent : un laser e´tant un syste`me
dissipatif, les relaxations y jouent un roˆle central. Nous allons a` pre´sent les in-
troduire de manie`re phe´nome´nologique dans les e´quations de Bloch optiques.
1.3.3 Relaxations. Pompage
Les deux niveaux |1〉 et |2〉 de notre transition laser ont, en ge´ne´ral, des
dure´es de vie finies τ1 et τ2, respectivement (on traitera plus tard, au chapitre
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2
1
A
hν
γ1
hν0 γ2 - A
Λ1
Λ2
Fig. 1.5 – Phe´nome`nes de relaxation et de pompage dans le cas ge´ne´ral.
2, le cas ou` le niveau 1 est le niveau fondamental). On introduit donc (voir
la figure 1.5), les taux de relaxation γ1 = 1/τ1 et γ2 = 1/τ2 des populations
ρ11 et ρ22. Une partie de la population relaxant du niveau 2 atterrit dans le
niveau 1, entre autres par e´mission spontane´e. Nous de´signons par A le taux
de relaxation associe´. La dure´e de vie des cohe´rences est en ge´ne´ral bien plus
courte que celles des populations. Nous de´signons par Γ le taux de relaxation
des cohe´rences ρ12. On a Γ ≥ (γ1 + γ2)/2. Le pompage est pris en compte
par les taux de pompage Λ1 et Λ2 vers les niveaux 1 et 2. En introduisant
ces diffe´rents taux de relaxation et de pompage dans les e´quations (1.30) et
(1.31), les e´quations de Bloch de notre syste`me a` deux niveaux deviennent :
d
dt
ρ22 = Λ2 − γ2ρ22 − i
2
(ω∗1σ21 − ω1σ∗21) , (1.36)
d
dt
ρ11 = Λ1 − γ1ρ11 + Aρ22 + i
2
(ω∗1σ21 − ω1σ∗21) , (1.37)
d
dt
σ21 = −(Γ− iδ)σ21 − iω1
2
(ρ22 − ρ11) . (1.38)
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1.4 Re´gime stationnaire. Gain. Saturation
1.4.1 Re´gime stationnaire
En re´gime stationnaire, les solutions des e´quations (1.36-1.38) vont nous
permettre de de´terminer la susceptibilite´ du syste`me. Nous commenc¸ons par
de´terminer l’e´tat du syste`me en l’absence d’onde laser (ω1 = 0).
En l’absence d’onde laser
Dans ce cas (ω1 = 0), le syste`me admet la solution stationnaire suivante :
σ
(0)
21 = σ
(0)
12 = 0 , (1.39)
ρ
(0)
22 − ρ(0)11 =
Λ2(γ1 − A)− Λ1γ2
γ1γ2
. (1.40)
On voit en particulier que pour obtenir une inversion de population (ρ22 >
ρ11), il faut que γ1 > A. En ge´ne´ral, dans les milieux lasers, on a γ1 ≫ A.
Dans ce cas, l’inversion de population est obtenue quand Λ2γ1 > Λ1γ2, c’est-
a`-dire quand on pompe plus efficacement le niveau du haut que le niveau du
bas.
En pre´sence d’onde laser
Quand ω1 6= 0, les solutions stationnaires du syste`me (1.36-1.38) de-
viennent :
σ21 =
ω1
2
(ρ22 − ρ11) δ − iΓ
Γ2 + δ2
, (1.41)
ρ22 − ρ11 = ρ
(0)
22 − ρ(0)11
1 + γ1+γ2−A
γ1γ2
|ω1|2
2
Γ
Γ2+δ2
. (1.42)
1.4.2 Susceptibilite´. Saturation
Dans le cas d’une onde plane, en posant
Isat =
ε0c0n0h¯
2
d2Γ
γ1γ2
γ1 + γ2 − A(Γ
2 + δ2) , (1.43)
et en utilisant les e´quations (1.6) et (1.21), l’e´quation (1.42) se met sous la
forme :
ρ22 − ρ11 = ρ
(0)
22 − ρ(0)11
1 + I
Isat
. (1.44)
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On voit donc que quand l’intensite´ de l’onde devient tre`s grande par rapport
a` l’intensite´ de saturation Isat, le syste`me devient transparent et ne re´pond
plus a` l’onde incidente.
La re´ponse du syste`me a` l’onde laser est donne´e, en re´gime stationnaire,
par sa susceptibilite´ qu’on obtient a` partir de la polarisation cre´e´e par l’onde
dans le milieu. Cette polarisation macroscopique est donne´e par :
Px = n〈px〉 = nTr{ρdˆx} = 2ndReρ21 , (1.45)
ou` n est la densite´ d’atomes. En utilisant l’e´quation (1.32), on a :
Px = 2nd Re
{
σ21e
−iωt
}
. (1.46)
D’autre part, la susceptibilite´ χ = χ′ + iχ′′ a` la fre´quence ω est de´finie par :
Px = εχAe−iωt + c.c. , (1.47)
ou` ε = n20ε0 . Par identification entre (1.46) et (1.47), on obtient :
χ′ =
nd2
εh¯
(ρ
(0)
22 − ρ(0)11 )
1
1 + I
Isat(δ)
δ
Γ2 + δ2
, (1.48)
χ′′ = −nd
2
εh¯
(ρ
(0)
22 − ρ(0)11 )
1
1 + I
Isat(δ)
Γ
Γ2 + δ2
. (1.49)
Donc χ′′ pre´sente un profil lorentzien et χ′ le profil de dispersion associe´
avec χ′(δ) = − δ
Γ
χ′′(δ). En observant que
1
1 + I
Isat(δ)
1
Γ2 + δ2
=
1
Γ2
(
1 + I
Isat(δ=0)
)
+ δ2
, (1.50)
on voit que la saturation augmente la largeur de la lorentzienne par un fac-
teur
√
1 + I/Isat(δ = 0). Il s’agit du phe´nome`ne d’e´largissement par satu-
ration. De meˆme, on voit que quand I/Isat augmente, les parties re´elle et
imaginaire de la susceptibilite´ diminuent et finissent par tendre vers 0 : aux
fortes intensite´s, les atomes n’interagissent plus avec le champ.
On observe au passage que
Isat(δ) = Isat(δ = 0)
Γ2 + δ2
Γ2
, (1.51)
qui vient du fait que quand le de´saccord augmente le champ interagit de
moins en moins avec les atomes.
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1.4.3 Gain. Dispersion
Rappelons aussi l’influence de cette susceptibilite´ sur la propagation de
l’onde. Si on conside`re une onde plane se propageant le long de z et d’ampli-
tude E = Ae−iωt+ikz + c.c., celle-ci doit obe´ir a` l’e´quation de Helmholtz :
∂2E
∂z2
=
n20
c20
(1 + χ)
∂2E
∂t2
. (1.52)
On obtient donc
k =
n0ω
c0
(
1 +
χ′
2
+ i
χ′′
2
)
, (1.53)
et notre onde plane s’e´crit :
E = A e−iωt exp
[
i
n0ω
c0
(
1 +
χ′
2
)
z
]
exp
[
−n0ω
c0
χ′′
2
z
]
+ c.c. . (1.54)
On voit donc que l’onde se propage avec l’indice de re´fraction n0
(
1 + χ
′
2
)
(dispersion) et subit un coefficient de gain line´ique α de´fini par I(z) = eαz
donne´ par :
α = −n0ω
c0
χ′′ . (1.55)
On rappelle qu’en re´gime stationnaire, pour une onde plane se propageant
dans la direction +z, on a : 2
α =
1
I
dI
dz
. (1.56)
On voit donc que la lumie`re est amplifie´e quand α > 0, donc quand χ′′ < 0
donc, d’apre`s (1.49), quand ρ22 > ρ11 :
Gain > 0 ⇔ Inversion de population. (1.57)
2Pour une onde se propageant dans la direction −z, le gain line´¨ıque serait donne´ par
α = −1
I
dI
dz
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1.5 Section efficace laser. Ge´ne´ralisations
1.5.1 De´finition de la section efficace
On de´finit la section efficace laser3 en fonction du coefficient de gain
line´ique de la fac¸on suivante :
α(ν) ≡ σ(ν)∆n , (1.58)
ou` l’inversion de population (par unite´ de volume) est donne´e par :
∆n = n(ρ22 − ρ11) = n2 − n1 . (1.59)
n2 et n1 de´signent les populations des niveaux 2 et 1 respectivement. L’in-
tensite´ de saturation Isat de l’e´quation (1.43) se met alors sous la forme :
Isat(ν) =
hν0
σ(ν)τ
, (1.60)
a` condition de de´finir le temps de re´cupe´ration du syste`me4 τ par :
τ = τ2 + τ1 − Aτ1τ2 . (1.61)
On voit qu’alors le gain se met sous la forme suivante :
α(ν) =
α0(ν)
1 + I/Isat(ν)
= σ(ν)∆n =
σ(ν)∆n0
1 + I/Isat(ν)
, (1.62)
ou` α0 est le coefficient de gain non sature´ et ∆n0 l’inversion de population
non sature´e. On parle pour pour α et ∆n de gain sature´ et d’inversion de
population sature´e. Le but de l’introduction de la section efficace graˆce a`
(1.58) est de se´parer les caracte´ristiques de la transition (regroupe´es dans la
valeur de σ et sa de´pendance en fre´quence) et l’e´tat des populations de´crites
par ∆n.
Jusqu’a` pre´sent, nous n’avons conside´re´ qu’un syste`me a` deux niveaux
e´le´mentaire. Tous les milieux lasers ne peuvent bien suˆr pas eˆtre mode´lise´s
de fac¸on aussi simple. Nous devons donc conside´rer quelques ge´ne´ralisations
des re´sultats pre´ce´dents.
3Dans ce cours, nous passons avec une de´sinvolture coupable d’une de´pendance en
de´saccord δ des quantite´s telles que σ a` une de´pendance en fre´quence ν ou en pulsation
ω. Pour s’y retrouver, il suffit de se rappeler que δ = ω − ω0 = 2pi(ν − ν0).
4Les de´finitions de Isat (1.60) et de τ (1.61) donne´es dans ce chapitre ne sont valables
que dans le cas de syste`mes atomiques dans lesquels le niveau du bas de la transition n’est
pas le niveau fondamental (voir la figure 1.5). Le cas contraire, dit syste`me a` trois niveaux,
sera aborde´ aux chapitres 2 et 3
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1.5.2 Ge´ne´ralisation aux niveaux de´ge´ne´re´s
Contrairement a` ce que nous venons de voir, il arrive que les niveaux 1 et 2
soient de´ge´ne´re´s g1 et g2 fois, respectivement. Dans ce cas, l’e´mission stimule´e
et l’abosrption globales sont le re´sultat de la somme sur toutes les transitions
possibles entre les diffe´rents sous-niveaux. Les re´sultats pre´cedents, et notam-
ment les e´quations (1.58) et (1.60), se ge´ne´ralisent a` condition de rede´finir
l’inversion de population ainsi :
∆n = n2 − g2
g1
n1 , (1.63)
ou` n1 et n2 de´signent les populations totales (par unite´ de volume) dans les
niveaux 1 et 2, respectivement.
1.5.3 Ge´ne´ralisation a` des profils plus complique´s
Jusqu’a` pre´sent, nous n’avons conside´re´ que des transitions dont l’e´largissement
provient des dure´es de vie finies τ1 et τ2 des niveaux et 1/Γ des cohe´rences
optiques. Dans ce cas, nous avons vu (voir l’e´quation 1.49) que la transition
a un profil lorentzien qu’on peut e´crire sous la forme :
σ(ν) = σ(ν0)
pi∆ν
2
L(ν − ν0) , (1.64)
ou` la raie est centre´e en ν0 et ou` nous avons introduit la lorentzienne norma-
lise´e de largeur totale ∆ν :
L(ν − ν0) = 2
pi∆ν
1
1 + [2(ν − ν0)/∆ν]2
. (1.65)
Ce profil est normalise´ a` 1 :∫ +∞
−∞
L(ν − ν0)dν = 1. (1.66)
Toutes les raies n’ont pas des profils lorentziens. Par exemple, quand la tran-
sition est en fait la somme de plusieurs transitions entre des niveaux non-
de´ge´ne´re´s, le profil peut avoir une forme tre`s diffe´rente. C’est le cas par
exemple des ions soumis a` l’effet Stark cre´e´ par le champ cristallin de la ma-
trice qui les contient. Dans ce cas, le profil normalise´ est note´ g(ν− ν0) et on
a :
σ(ν) = σ(ν0)
g(ν − ν0)
g(0)
= σ0
g(ν − ν0)
g(0)
, (1.67)
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ou` on a note´ σ0 la section efficace au centre de raie et avec∫ +∞
−∞
g(ν − ν0)dν = 1. (1.68)
Signalons enfin que nous n’avons jusqu’a` pre´sent conside´re´ que des situa-
tions dans lesquelles tous les atomes sont identiques et ont donc la meˆme
section efficace laser σ(ν). On parle dans ce cas de milieu a` e´largissement
homoge`ne. Le cas inverse dans lequel les atomes n’ont pas tous les meˆmes
caracte´ristiques spectroscopiques (milieu a` e´largissement inhomoge`ne) existe
bien suˆr et sera l’objet du chapitre 4.
Chapitre 2
Equations du laser monomode
Dans ce chapitre, nous de´rivons a` partir des e´quations de Bloch les e´quations
dynamiques du laser monomode dans le cas d’un milieu a` e´largissment ho-
moge`ne. Nous introduisons alors le concept d’e´limination adiabatique et dis-
cutons des diffe´rentes classes dynamiques de lasers. Nous obtenons ensuite
les “e´quations de de´bit” (rate equations) pour le laser.
2.1 Equations de Bloch-Maxwell du laser
Pompage
(Excitation)
Milieu actif
(Amplificateur)
Miroir Miroir partiellement
transparent
Faisceau laser
Miroir
Fig. 2.1 – Cavite´ de laser en anneau unidirectionnel.
Nous repartons ici des e´quations de Bloch (1.36-1.38) des atomes du mi-
lieu actif pour de´river les e´quations d’e´volution d’un laser monomode. Nous
21
22 2. EQUATIONS DU LASER MONOMODE
conside´rons une cavite´ en anneau comme celle de la figure 2.1. Nous suppo-
sons que le milieu actif est spatialement homoge`ne et remplit toute la cavite´.
En supposant que z est l’abscisse le long de la direction de propagation de la
lumie`re dans la cavite´, nous pouvons mettre le champ intracavite´, que nous
assimilons a` une onde plane, sous la forme :
E(z, t) = A(z, t)e−i(ωt−kz)+A∗(z, t)ei(ωt−kz) = 2Re [A(z, t)e−i(ωt−kz)] , (2.1)
ou` nous avons suppose´ que la polarisation du champ intracavite´ est impose´e,
ce qui permet de traiter la lumie`re comme un scalaire. A est appele´e l’am-
plitude lentement variable (selon t et z par rapport au terme e−i(ωt−kz)) du
champ. Nous supposons que le laser n’oscille que dans un sens et sur une
seule fre´quence ω.
2.1.1 Equation d’e´volution de la polarisation
De manie`re similaire a` l’e´quation (2.1), nous pouvons mettre la polarisa-
tion du milieu actif sous la forme :
P (z, t) = P(z, t)e−i(ωt−kz) +P∗(z, t)ei(ωt−kz) = 2Re [P(z, t)e−i(ωt−kz)] . (2.2)
L’e´quation (1.45) nous donne alors :
P(z, t) = n d σ21(z, t) . (2.3)
Nous de´duisons alors l’e´quation d’e´volution de P des e´quations (1.38) et
(1.21) :
d
dt
P = −(Γ− iδ)P − id
2
h¯
A∆n . (2.4)
2.1.2 Equation d’e´volution de l’inversion de popula-
tion
Afin de simplifier les calculs, nous nous restreignons ici au cas du syste`me
dit “a` quatre niveaux” (voir la partie 2.3) dans lequel le niveau du bas se
vide tre`s rapidement (γ1 ≫ γ2) et n’est pas pompe´ (Λ1 ≪ Λ2). Dans ce cas
on peut conside´rer que le niveau du bas est toujours vide (ρ11 = 0) et donc
l’inversion de population par unite´ de volume est simplement donne´e par :
∆n = n2 = nρ22 . (2.5)
L’e´quation (1.36) devient alors :
d
dt
∆n = −1
τ
(∆n−∆n0)− i
h¯
(A∗P −AP∗) , (2.6)
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ou`, dans ce cas-la`, le temps de re´cupe´ration du syste`me τ est simplement
donne´ par la dure´e de vie du niveau du haut de la transision τ = τ2 = 1/γ2
et ou` le terme de pompage a e´te´ mis sous la forme ∆n0/τ avec
∆n0 = nΛ2τ . (2.7)
2.1.3 Equation d’e´volution du champ
Le champ intracavite´ E est soumis aux e´quations de Maxwell et doit donc
obe´ir a`
∂2E
∂z2
− εµ0∂
2E
∂t2
− ςµ0∂E
∂t
= µ0
∂2P
∂t2
, (2.8)
ou` nous avons introduit les pertes par l’interme´diaire d’une conductivite´ fic-
tive ς uniforme´ment re´partie dans la cavite´ (voir ci-dessous). La polarisation
P est le terme source qui cre´e le champ e´lectromagne´tique. Ce sont donc les
cohe´rences atomiques qui sont responsables de l’e´mission du champ laser. En
remplac¸ant E et P par leurs expressions (2.1) et (2.2), on obtient l’e´quation
d’e´volution de l’amplitude lentement variable du champ :
c0
n0
∂A
∂z
+
∂A
∂t
+
ς
2ε
A = i ω
2ε
P , (2.9)
ou` nous avons utilise´ l’approximation de l’enveloppe lentement variable, qui
sous-entend que les pertes et le gain sont assez faibles pour justifier les ap-
proximations suivantes :∣∣∣∣∂2A∂z2
∣∣∣∣ ≪ k ∣∣∣∣∂A∂z
∣∣∣∣ , (2.10)∣∣∣∣∂2A∂t2
∣∣∣∣ ≪ ω ∣∣∣∣∂A∂t
∣∣∣∣ , (2.11)∣∣∣∣∂2P∂t2
∣∣∣∣ ≪ ω ∣∣∣∣∂P∂t
∣∣∣∣≪ ωε ∣∣∣∣∂A∂t
∣∣∣∣ , (2.12)∣∣∣∣∂A∂t
∣∣∣∣ ≪ ω |A| . (2.13)
A ce stade, nous supposons que les pertes de la cavite´ sont faibles, ce qui
nous permet de ne´gliger la de´pendance de A en z et donc de ne´gliger le terme
c0
n0
∂A
∂z
devant le terme
∂A
∂t
dans l’e´quation (2.9). Cette dernie`re se met donc
finalement sous la forme :
dA
dt
= − 1
2τcav
A+ i ω
2ε
P , (2.14)
24 2. EQUATIONS DU LASER MONOMODE
ou` on a introduit la dure´e de vie des photons dans la cavite´ τcav = ε/ς. Enfin,
nous pouvons a` ce stade tenir compte du fait que la pulsation ω a` laquelle
nous avons de´veloppe´ le champ de l’e´quation (2.1) est e´loigne´e de la fre´quence
de re´sonance ωq de la cavite´ la plus proche d’une quantite´ δcav = ω−ωq pour
obtenir finalement :
dA
dt
= −
(
1
2τcav
− iδcav
)
A+ i ω
2ε
P . (2.15)
2.1.4 Pertes et de´saccord de la cavite´
Miroir M1
(R1, T1)
Miroir M2
(R2, T2)
Miroir M3
(R3, T3)
Longueur Lcav
A (z=0) z
Pertes η
Fig. 2.2 – Pertes de la cavite´ de longueur Lcav. Les miroirs Mi (i = 1, 2, 3)
ont des coefficients de re´flexion et de transmission en intensite´ Ri et Ti,
respectivement. On de´signe par η les autres pertes (absorption, diffusion,...)
de la cavite´.
Le premier terme du second membre de l’e´quation (2.15) peut eˆtre com-
pris en conside´rant la cavite´ vide (c’est-a`-dire sans milieu actif) de la figure
2.2. Conside´rons a` l’instant t le champ A(z = 0, t) a` l’origine A de la co-
ordonne´e z. Apre`s un tour dans la cavite´, qui prend un temps Lcavn0/c0, le
champ en A est
A
(
z = 0, t +
Lcavn0
c0
)
=
√
R1R2R3(1− η)A(z = 0, t)eikLcav , (2.16)
ou` les Ri sont les coefficients de re´flexion en intensite´ des miroirs et ou` η
prend en compte les autres pertes de la cavite´ (diffusion, absorption re´siduelle
du milieu actif et des optiques intracavite´, pertes par diffraction,...). On
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voit donc qu’a` chaque tour de cavite´ la lumie`re accumule un de´phasage
kLcav =
n0
c0
Lcavω ≡ n0
c0
Lcavδcav [2pi] car les pulsations de re´sonance de la ca-
vite´ ωq = q
2pic0
n0Lcav
avec q entier ve´rifient pre´cise´ment
n0
c0
Lcavωq ≡ 0 [2pi]. Ceci
explique le terme −iδcavA dans l’e´quation (2.15).
En e´crivant que∣∣∣∣A(z = 0, t + Lcavn0c0
)∣∣∣∣ = √R1R2R3(1− η) |A(z = 0, t)| , (2.17)
et, comme les pertes par tour sont suppose´es faibles, que∣∣∣∣A(z = 0, t + Lcavn0c0
)∣∣∣∣ ≃ |A(z = 0, t)|+ Lcavn0c0 d |A|dt , (2.18)
d’ou` finalement
d |A|
dt
= − |A|
2τcav
, (2.19)
avec
τcav =
n0
c0
Lcav
2
[
1−
√
R1R2R3(1− η)
]−1
. (2.20)
Comme les pertes de la cavite´ sont suppose´es faibles, on a finalement
τcav ≃ n0Lcav/c0
(1−R1) + (1−R2) + (1−R3) + η =
Dure´e d’un tour de cavite´
Pertes par tour
.
(2.21)
On de´finit aussi le facteur de qualite´ Qcav de la cavite´ :
Qcav = ω0
e´nergie stocke´e
puissance dissipe´e
= ω0
I
−dI/dt = ω0τcav . (2.22)
Bien entendu, dans le cas d’une cavite´ line´aire du type de celle de la figure
1.1, la longueur Lcav correspond a` deux fois la longueur de la cavite´.
2.2 Elimination adiabatique. Classes de la-
sers
2.2.1 Discussion. Variables dynamiques du laser
Les e´quations de Maxwell-Bloch de notre laser monomode a` syste`me a`
quatre niveaux sont donc re´sume´es ci-dessous :
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dA
dt
= −
(
1
2τcav
− iδcav
)
A+ i ω
2ε
P , (2.23)
d
dt
P = −(Γ− iδ)P − id
2
h¯
A∆n , (2.24)
d
dt
∆n = −1
τ
(∆n−∆n0)− i
h¯
(A∗P −AP∗) . (2.25)
Ces e´quations illustrent parfaitement le me´canisme d’interaction entre le
champ e´lectromagne´tique et le syste`me a` deux niveaux. L’e´quation (2.24)
montre que le champ, en agissant sur le syste`me a` deux niveaux pre´sentant
une diffe´rence de populations entre les deux niveaux (∆n 6= 0), cre´e une
polarisation (c’est-a`-dire des cohe´rences atomiques). La phase de cette pola-
risation de´pend de la phase du champ, avec un signe qui change selon que ∆n
est positif ou ne´gatif. Comme le montre alors l’e´quation (2.23) c’est cette po-
larisation qui va amplifier (e´mission stimule´e) ou faire diminuer (absorber) le
champ, selon son signe. Et c’est l’action du champ sur les atomes pre´sentant
une polarisation qui, en contrepartie, modifie les populations (e´quation 2.25).
Notre laser est donc un syste`me dynamique pre´sentant les trois variables
dynamique que sont le champ, l’inversion de population et la polarisation ato-
mique. Ces trois variables dynamiques sont couple´es de fac¸on non-line´aire,
comme le montrent les derniers termes des e´quations (2.24) et (2.25). Un
tel syste`me, a` partir du moment ou` il est non-line´aire et ou` il pre´sente au
moins trois variables dynamique, peut pre´senter des dynamiques complique´es
comme de la quasi-pe´riodicite´ ou meˆme du chaos de´terministe. C’est le cas
du laser : on peut meˆme montrer que les e´quations pre´ce´dentes sont formel-
lement e´quivalentes aux e´quations de Lorentz du fameux “effet papillon”.
Cependant cette dynamique chaotique ne se pre´sente que dans des cas rela-
tivement atypiques, comme nous allons le voir maintenant.
2.2.2 Classes dynamiques de lasers
Les trois e´quations diffe´rentielles (2.23-2.25) pre´sentent un certain nombre
de points communs. En particulier, elles contiennent toutes un terme de
relaxation avec une dure´e de vie donne´e par τcav, τ ou Γ
−1 selon qu’il s’agit
du champ, de l’inversion de population, ou de la polarisation. Ces temps
caracte´risent la vitesse a` laquelle chacune de ces variables dynamiques atteint
un nouvel e´quilibre quand on change un des parame`tres. Selon la fac¸on dont
ces trois constantes de temps se comparent les unes aux autres, on classe
habituellement les lasers en trois classes :
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Lasers de classe C : τcav, τ et Γ
−1 sont tous a` peu pre`s du meˆme ordre de
grandeur. Le principal exemple de laser de ce type est le laser a` NH3
qui e´met dans l’infrarouge lointain. Il peut effectivement pre´senter du
chaos de´terministe.
Lasers de classe B : τcav, τ ≫ Γ−1 et τcav n’est pas beaucoup plus grand
que τ . C’est la cas du laser a` rubis, du Nd :YAG, des diodes lasers et de
certains lasers a` CO2. Dans ce cas, la polarisation atomique P re´agit
tre`s rapidement aux modifications de ∆n et du champ A. On peut
donc conside´rer que P est toujours a` l’e´quilibre et e´crire dP/dt = 0
dans l’e´quation (2.24), ce qui permet d’exprimer P en fonction de ∆n
et de A et de l’e´liminer du syste`me d’e´quations dynamiques (2.23-2.25).
C’est le processus d’e´limination adiabatique sur lequel nous reviendrons
dans le prochain paragraphe.
Lasers de classe A : τcav ≫ τ, Γ−1. C’est le cas de la plupart des lasers a`
gaz et du laser a` colorant. Dans ce cas, on peut e´liminer adiabatique-
ment P et ∆n, dont les temps de re´action sont beaucoup plus courts
que celui du champ intra-cavite´.
Ils convient de noter que ces trois types de laser pre´sentent des solutions
stationnaires identiques. En revanche, la stabilite´ de ces solutions et le com-
portement transitoire de ces lasers de´pendent de leur classe.
Dans la suite, nous allons nous concentrer sur les lasers de classes B
et A, qui couvrent la plupart des lasers, et discuter leurs comportements
stationnaires et transitoires.
2.2.3 Elimination adiabatique de la polarisation
Supposons donc que nous sommes dans la situation τcav, τ ≫ Γ−1. On
peut donc e´crire dP/dt = 0 dans l’e´quation (2.24), ce qui permet de rempla-
cer a` chaque instant P(t) par sa valeur a` l’e´quilibre :
P(t) = −id
2
h¯
1
Γ− iδA(t)∆n(t) . (2.26)
En injectant ce re´sultat dans l’e´quation (2.25) et en utilisant (1.6) et (1.43),
on obtient l’e´quation d’e´volution de l’inversion de population :
d
dt
∆n =
1
τ
(
∆n0 −∆n− I
Isat
∆n
)
. (2.27)
De meˆme, en utilisant (1.6), on a :
dI
dt
= 2ε0n0c0
(
A∗dA
dt
+ c.c.
)
. (2.28)
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En utilisant alors (2.23) et (2.26), on obtient l’e´quation d’e´volution de l’in-
tensite´ :
dI
dt
=
I
τcav
(
∆n
∆ns
− 1
)
, (2.29)
ou`
∆ns =
n0
στcavc0
=
Π
σLcav
, (2.30)
ou` on a note´ Π les pertes par tour de cavite´.
Les e´quations (2.27) et (2.29) constituent ce qu’on appelle les e´quations
de Statz et de Mars. Le fait d’e´liminer adiabatiquement la polarisation pour
de´crire l’e´tat des atomes uniquement par les populations est souvent de´signe´
par l’approximation des “rate equations” (e´quations de de´bit). Nous nous
placerons dans cette approximation dans toute la suite de ce cours.
2.2.4 Equations d’e´volution en terme de nombre de
photons et d’atomes
Il est inte´ressant de re´e´crire les e´quations (2.27) et (2.29) non plus en
fonction de l’intensite´ de l’onde et de la densite´ d’inversion de population mais
en fonction du nombre de photons dans la cavite´ et du nombre d’atomes (sans
dimension) dans le niveau excite´ dans le volume du mode laser. On suppose
pour cela` que le faisceau a une section S uniforme dans la cavite´. Le nombre
de photons dans la cavite´ s’e´crit alors :
F =
I
hν
n0Lcav
c0
S , (2.31)
et le nombre d’atomes en inversion de population, qui dans le cas pre´sent est
e´gal au nombre d’atomes dans le niveau du haut devient :
∆N = Vcav∆n , (2.32)
ou` on a de´fini le volume qu’occupe le mode laser dans le milieu actif
Vcav = LcavS . (2.33)
Avec ces nouvelles notations, les e´quations (2.27) et (2.29) deviennent :
dF
dt
= − F
τcav
+ κF∆N , (2.34)
d
dt
∆N = −1
τ
(∆N −∆N0)− κF∆N , (2.35)
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avec
κ =
c0
n0
σ
Vcav
. (2.36)
2.2.5 Cas ou` le milieu actif ne remplit pas toute la
cavite´
Pompage
(Excitation)
Miroir M1
(R1, T1)
Miroir M2
(R2, T2)
Miroir M3
(R3, T3)
Longueur
optique
Lcav,opt
z
Pertes η
Milieu actif
(Amplificateur)
Mode laser
Fig. 2.3 – Cavite´ laser contenant un milieu actif qui ne la remplit pas
entie`rement.
Dans le cas ou` le milieu actif ne remplit pas toute la cavite´ (voir la
figure 2.3), les e´quations (2.34) et (2.36) restent valables avec les changements
suivants :
τcav =
Lcav,opt/c0
Π
=
Dure´e d’un tour de cavite´
Pertes par tour
, (2.37)
ou` Lcav,opt de´signe la longueur optique de la cavite´ et Π les pertes par tour
de cavite´ et :
∆N = Va∆n , (2.38)
ou` Va est le volume occupe´ par le mode laser dans le milieu actif.
On reconnaˆıt dans les e´quations (2.34) et (2.35) le meˆme terme κF∆N ,
qui montre que quand un photon est e´mis par e´mission stimule´e, un atome
s’est de´sexcite´.
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Nous nous sommes limite´s jusqu’a` pre´sent au cas le plus simple du syste`me
a` 4 niveaux, ce qui nous a permis entre autres de justifier rigoureusement
les e´quations du laser obtenues de fac¸on heuristique au chapitre 1 (voir les
e´quations 1.7 et 1.8). Nous reprenons le cas ge´ne´ral de pompage dans la suite
et de´rivons les rate equations dans ce cas.
2.3 Rate equations. Syste`mes a` trois et quatre
niveaux
2.3.1 Approximation ”rate equations” : cas ge´ne´ral
L’approximation utilise´e dans la fin de ce chapitre est celle des ”rate
equations” (e´quations de taux ou de de´bit) : ces e´quations ne tiennent compte
que des e´changes de quanta d’e´nergie entre la matie`re et le rayonnement sans
tenir compte de la cohe´rence de la phase de l’onde e´lectromagne´tique, ni de
la cohe´rence de la phase des fonctions d’onde (superposition cohe´rente de
niveaux). On utilise donc les probabilite´s de transition avec les relations
e´tablies ci-dessus. Ce mode`le est suffisant pour de´crire l’oscillation d’un laser
monofre´quence.
Pour les deux niveaux 1 et 2 (suppose´s non de´ge´ne´re´s) de la transition
amplificatrice en interaction avec l’onde laser, les e´quations d’e´volution tem-
porelle des populations sans dimensions N1 et N2 des niveaux 1 et 2 ont pour
expression :
dN2
dt
= −
∑
i 6=2
(γr2i + γ
nr
2i ) N2 − κFN2 +
∑
j 6=2
(
γrj2 + γ
nr
j2
)
Nj + κFN1 , (2.39)
dN1
dt
= −
∑
i 6=1
(γr1i + γ
nr
1i ) N1 − κFN1 +
∑
j 6=1
(
γrj1 + γ
nr
j1
)
Nj + κFN2 , (2.40)
ou` les γrij et γ
nr
ij sont les probabilite´s radiatives et non radiatives de desex-
citation du niveau i vers le niveau j. On peut e´crire de meˆme les taux de
de´sexcitation des autres niveaux intervenant dans le processus de pompage
et introduire les probabilite´s de pompage par seconde. La re´solution de tels
syste`mes ne me`ne pas a` des re´sultats exploitables, et il est ne´cessaire de cre´er
des mode`les simples qui puissent rendre compte des expe´riences. Les deux
cas extreˆmes de situations qu’on rencontre dans la pratique sont le syste`me
a` trois niveaux et le syste`me a` quatre niveaux que nous allons maintenant
de´tailler. Bien suˆr, de nombreuses situations expe´rimentales correspondent
a` des situations interme´diaires ou mettent en jeu un plus grand nombre de
niveaux.
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2.3.2 Syste`me a` trois niveaux
Par de´finition, un syste`me a` 3 niveaux est un syste`me ou` le niveau 1
est le niveau fondamental de l’atome, le niveau 2 est souvent le premier
niveau excite´ (mais pas toujours !), le niveau 3 est un niveau relais servant au
pompage du niveau 2. On suppose que ce niveau 3 se de´sexcite suffisamment
rapidement pour qu’on puisse ne´gliger sa population (N3 ≈ 0). La figure 2.4
pre´cise les notations habituelles et les approximations utilise´es dans le cas
d’un syste`me ferme´ (N1 + N2 = N). Pour des niveaux 1 et 2 non de´ge´ne´re´s,
E2
E1
LASER
Niveau fondamental
Pompage
E3 Transfert très rapide (N3≈0)
Emission
spontanée
Fig. 2.4 – Syste`me a` trois niveaux.
on a :
dN2
dt
= WPN1 − AN2 − κF∆N , (2.41)
dN1
dt
= −WPN1 + AN2 + κF∆N , (2.42)
ou` WP est la probabilite´ de pompage par unite´ de temps et ou` A est la
probabilite´ d’e´mission spontane´e par unite´ de temps. En groupant ces deux
e´quations et en utilisant le fait que N1 + N2 = N on obtient :
d∆N
dt
= (WP − A)N − (WP + A)∆N − 2κF∆N . (2.43)
L’e´quation (2.43) peut eˆtre mise sous la forme standard
d
dt
∆N =
1
τ
(
∆N0 −∆N − I
Isat
∆N
)
, (2.44)
a` condition de de´finir le temps de re´cupe´ration du syste`me, le taux de pom-
page et l’intensite´ de saturation de la fac¸on suivante :
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τ = (WP + A)
−1 , (2.45)
∆N0 = N
WP − A
WP + A
, (2.46)
Isat =
hν
2στ
. (2.47)
"Blanchiment"
4 niveaux
+N
0
-N
∆N0
WP
3 niveaux
A
Fig. 2.5 – Evolution de l’inversion de population non sature´e ∆N0 en fonction
du taux de pompage WP pour un syste`me a` trois ou quatre niveaux.
L’e´quation (2.45) montre que pour WP = 0 on a ∆N = −N (tous les
atomes sont dans le niveau du bas) et donc le milieu absorbe. Pour “blanchir”
le syste`me (c’est-a`-dire le rendre non absorbant), il faut de´ja` appliquer un
taux de pompage minimal WP = A. C’est seulement pour des taux de pom-
page supe´rieurs a` A que le syste`me devient amplificateur (∆N > 0), comme
le montre la figure 2.5. De plus, on remarque un facteur 2 au de´nominateur de
l’e´quation (2.47). Cette diminution par deux de l’intensite´ de saturation par
rapport au syste`me a` 4 niveaux provient du fait que chaque photon e´mis par
e´mission spontane´e diminue N2 de 1, augmente N1 de 1, et par conse´quent
diminue ∆N de 2. En termes de nombre de photons et nombre d’atomes in-
verse´s, les e´quations du laser base´ sur un syste`me a` trois niveaux deviennent
donc :
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dF
dt
= − F
τcav
+ κF∆N , (2.48)
d
dt
∆N = −1
τ
(∆N −∆N0)− 2κF∆N , (2.49)
2.3.3 Syste`me a` quatre niveaux
E2
E1
LASER
Niveau fondamental
Pompage
E3 Transfert très rapide (N3≈0)
Emission
spontanée
E0
Transfert très rapide (N1≈0)
Fig. 2.6 – Syste`me a` quatre niveaux.
Par de´finition, un syste`me a` 4 niveaux est un syste`me ou` le niveau 0
est le niveau fondamental de l’atome, les niveaux 1 et 2 sont des niveaux
excite´s, le niveau 3 est un niveau relais servant au pompage du niveau 2. On
suppose que les niveaux 1 et 3 relaxent sufisamment vite pour qu’on puisse
ne´gliger leurs populations (N1 ≈ N3 ≈ 0). La figure 2.6 pre´cise les notations
habituelles et les approximations utilise´es dans le cas d’un syste`me ferme´
(N0 + N2 = N). Toujours avec la de´finition de ∆N pour des niveaux 1 et 2
non de´ge´ne´re´s, on trouve :
dN2
dt
= WPN0 − AN2 − κFN2 , (2.50)
dN0
dt
= −WPN0 + AN2 + κFN2 . (2.51)
En groupant ces deux e´quations et en utilisant le fait que N0 + N2 = N on
obtient :
d∆N
dt
= WPN − (WP + A)∆N − κF∆N . (2.52)
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On peut alors mettre l’e´quation (2.52) sous la forme standard
d
dt
∆N =
1
τ
(
∆N0 −∆N − I
Isat
∆N
)
. (2.53)
Et on retrouve les expressions de´ja` vues du temps de re´cupe´ration du syste`me,
du taux de pompage et de l’intensite´ de saturation :
τ = (WP + A)
−1 , (2.54)
∆N0 = N
WP
WP + A
, (2.55)
Isat =
hν
στ
. (2.56)
L’e´quation (2.56) montre que pour WP = 0 on a ∆N = 0 (tous les atomes
sont dans le niveau du bas) et donc le milieu est transparent a` la longueur
d’onde du laser. De`s que WP > 0, le milieu pre´sente du gain (∆N > 0),
comme le montre la figure 2.5. De plus, le facteur 2 au de´nominateur de
l’e´quation (2.57). En effet, l’e´mission stimule´e d’un photon ne diminue ∆N
que de 1 car le niveau 1 reste toujours vide. En termes de nombre de photons
et nombre d’atomes inverse´s, les e´quations du laser base´ sur un syste`me a`
quatre niveaux deviennent donc :
dF
dt
= − F
τcav
+ κF∆N , (2.57)
d
dt
∆N = −1
τ
(∆N −∆N0)− κF∆N , (2.58)
2.3.4 E´quation standard
De fac¸on synthe´tique, on peut introduire le facteur 2∗ qui vaut 1 pour un
syste`me a` 4 niveaux et 2 pour un syste`me a` trois niveaux pour pouvoir e´crire
les e´quations du laser de la fac¸on suivante :
dF
dt
= − F
τcav
+ κF∆N , (2.59)
d
dt
∆N = −1
τ
(∆N −∆N0)− 2∗κF∆N , (2.60)
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2.3.5 Prise en compte de l’e´mission spontane´e
On peut montrer dans le cadre de l’optique quantique, qui de´passe le
cadre de ce cours, que l’e´mission spontane´e dans le mode laser correspond a`
un taux d’e´mission qui serait celui de l’e´mission induite par un photon dans
la cavite´. On peut donc pour en tenir compte remplacer l’e´quation (2.59) par
l’e´quation suivante
dF
dt
= − F
τcav
+ κ [(F + 1)N2 − FN1] . (2.61)
2.3.6 Me´canismes de pompage
Pompage radiatif (ou “lumineux”, ou “optique”) par lampes flash, lampes
a` arc, le soleil, lasers ioniques a` argon et krypton (Ar+, Kr+), laser
ne´odyme-YAG, laser a` azote, lasers excime`res (XeCl, KrF...), lasers
diodes, etc. . Exemples : laser a` rubis (Cr3+ :Al2O3), laser a` saphir-
titane (Ti3+Al2O3), laser a` alexandrite (Cr
3+ :BeAl2O4), laser ne´odyme-
YAG (Nd3+ :Y3Al5O12), laser ne´odyme-verre, laser a` colorants (rhoda-
mines, coumarines, stilbe`ne, fluoresce´ine, pyridine, oxazine...), laser a`
centres colore´s, etc.
Pompage e´lectronique par de´charges e´lectriques continues ou haute fre´quence
dans les gaz (laser he´lium-ne´on, laser he´lium-cadmium, lasers Ar+, Kr+,
laser a` azote, lasers excime`res , laser a` vapeur de cuivre, laser CO2,...)
ou par faisceaux d’e´lectrons (laser a` e´lectrons libres).
Pompage thermique par de´tente hydrodynamique (lasers CO2, CO...).
Pompage chimique par combustions chimiques exothermiques ou par com-
bustions rapides (lasers I, HF, HCl, HBr, CO...).
Pompage par injection de porteurs : courant dans une jonction p-n dans
une diode laser semi-conductrice (lasers diodes de l’infrarouge au vi-
sible : PbSnTe, PbSSe, GaInAsSb, GaInAsP, GaAlAs, GaInP, ZnCd-
SSe). - Pompage par particules lourdes ou par rayonnement ionisant :
faisceaux d’ions, produits de fission d’un re´acteur, source de rayons X,
explosions nucle´aires ( !) (laser a` rayons X et γ).
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Chapitre 3
Laser monomode en re´gime
stationnaire
Nous utilisons dans ce chapitre les e´quations du laser monomode a` e´largissement
homoge`ne obtenues dans le chapitre pre´ce´dent pour en de´duire les solutions
stationnaires. Puis nous discutons quelques extensions de ces e´quations.
3.1 Solutions stationnaires
3.1.1 De´termination des solutions stationnaires pour
F et ∆N
Nous cherchons les solutions stationnaires du syste`me d’e´quations trouve´
au chapitre 2 :
dF
dt
= − F
τcav
+ κF∆N , (3.1)
d
dt
∆N = −1
τ
(∆N −∆N0)− 2∗κF∆N , (3.2)
ou`, rappelons-le, 2∗ vaut 1 pour un syste`me a` quatre niveaux et 2 pour
un syste`me a` trois niveaux. En faisant
dF
dt
= 0 et
d
dt
∆N dans ces e´quations,
nous obtenons les deux solutions stationnaires suivantes :
Solution ’OFF’
La premie`re solution correspond a`
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∆NOFF = ∆N0 , (3.3)
FOFF = 0 . (3.4)
Cette solution correspond donc au laser e´teint. Il n’y a pas de lumie`re
dans le laser et donc l’inversion de population n’est pas sature´e.
Solution ’ON’
La seconde solution correspond a`
∆NON =
1
κτcav
=
S Π
σ
= ∆Ns , (3.5)
FON =
1
2∗κτ
(
∆N0
∆Ns
− 1
)
=
1
2∗κτ
(r − 1) , (3.6)
ou` on a note´ Π les pertes par tour et ou` on a de´fini le degre´ d’excitation
r =
∆N0
∆Ns
. (3.7)
En utilisant l’e´quation (1.6), l’e´quation (3.6) devient :
ION = Isat(r − 1) . (3.8)
Cette solution correspond donc au laser allume´. On remarque que quelle
que soit l’intensite´ de l’inversion de population non sature´e ∆N0, c’est-a`-
dire quel que soit le pompage, une fois que le laser est allume´, l’inversion
de population est bloque´e a` la valeur ∆Ns. On peut expliquer ce fait en
re´e´crivant les e´quations (3.7) et (3.8) sous la forme :
∆Ns =
∆N0
1 + I/Isat
. (3.9)
On voit donc qu’une fois que le laser fonctionne, l’inversion de population est
sature´e par l’intensite´ intracavite´ pour rester bloque´e a` sa valeur ∆Ns.
3.1.2 Stabilite´ des solutions stationnaires
On voit donc que pour toute valeur de ∆N0, il y a deux solutions station-
naires, correspondant au laser e´teint et au laser allume´. Pour savoir quelle
solution le laser va adopter, il convient de s’inte´resser a` la stabilite´ de ces
solutions.
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Stabilite´ de la solution ’OFF’
Supposons qu’on e´carte le´ge`rement le laser de sa solution ’OFF’ :
∆N(t) = ∆NOFF + x(t) = ∆N0 + x(t) , (3.10)
F (t) = FOFF + y(t) = y(t) , (3.11)
ou` x(t) et y(t) sont suppose´s petits. En injectant (3.10) et (3.11) dans les
e´quations (3.1) et (3.2) d’e´volution du laser et en ne gardant que les termes
d’ordre 1 en x et y on obtient :
x˙(t) = −x(t)
τ
− 2∗κ∆N0y(t) , (3.12)
y˙(t) =
(
κ∆N0 − 1
τcav
)
y(t) , (3.13)
qui peut eˆtre mis sous la forme :(
x˙
y˙
)
= M
(
x
y
)
, (3.14)
ou` la matrice M est donne´e par
M =
( −1/τ −2∗κ∆N0
0 κ∆N0 − 1/τcav
)
. (3.15)
Les valeurs propres de M sont −1/τ et κ∆N0 − 1/τcav. La solution ’OFF’
sera stable si les parties re´elles de ces deux valeurs propres sont toutes les
deux ne´gatives, c’est-a`-dire tant que ∆N0 <
1
κτcav
= ∆Ns. On dit alors que
le laser est en-dessous du seuil. Le terme de gain κF∆N est alors infe´rieur
au terme de pertes −F/τcav dans l’e´quation (3.1) d’e´volution de l’intensite´.
Au-dessus de ce seuil, la solution ’OFF’ n’est plus stable. En re´sume´ :
Seuil laser ⇔ ∆N0 = ∆Ns = 1
κτcav
↔ Gain non sature´ = pertes . (3.16)
En effet, le gain au seuil est donne´, en utilisant (3.5), par
αsLa = σ∆nsLa = σ
∆Ns
LaS
La = Π , (3.17)
ou` La est la longueur du milieu actif.
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Fig. 3.1 – Solutions stationnaires du laser en fonction de l’inversion de popu-
lation non sature´e. La solution stable est en trait plein et la solution instable
en trait pointille´.
Stabilite´ de la solution ’ON’
Une fois que le laser fonctionne, l’e´quation (3.9) est valable. On peut la
re´sumer de la fac¸on suivante :
Laser allume´ ⇔ ∆N = ∆Ns = 1
κτcav
↔ Gain sature´ = pertes . (3.18)
En effet, l’e´galite´ des termes de gain et de pertes dans l’e´quation (3.1) montre
pre´cise´ment que cette solution est stationnaire parce que le gain sature´ est
e´gal aux pertes. Pour s’assurer que cette solution est stable au-dessus du
seuil, nous nous en e´cartons le´ge`rement en e´crivant : Supposons qu’on e´carte
le´ge`rement le laser de sa solution ’ON’ :
∆N(t) = ∆NON + x(t) = ∆Ns + x(t) , (3.19)
F (t) = FON + y(t) , (3.20)
ou` x(t) et y(t) sont suppose´s petits. En injectant (3.10) et (3.11) dans les
e´quations (3.1) et (3.2) d’e´volution du laser et en ne gardant que les termes
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d’ordre 1 en x et y on obtient une e´quation d’e´volution du type (3.14) ou` la
matrice M est donne´e par
M =
( −r/τ −2∗/τcav
(r − 1)/2∗τ 0
)
. (3.21)
Les valeurs propres de cette matrice sont :
λ± = − r
2τ
± 1
2
√( r
τ
)2
− 4(r − 1)
ττcav
. (3.22)
On voit alors que de`s que r < 1 la solution λ+ devient positive, montrant que
la solution ’ON’ est instable. En revanche, quand r > 1, les parties re´elles
des deux valeurs propres sont toujours ne´gatives, ce qui assure la stabilite´ de
la solution ’ON’
3.1.3 Bilan. Comparaison entre syste`mes a` trois et a`
quatre niveaux
La figure 3.1 re´sume la discussion pre´ce´dente sur les solutions station-
naires du laser. Elle montre en particulier comment le seuil correspond au
passage d’une solution stationnaire a` l’autre au moment ou` le gain non sa-
ture´ devient plus grand que les pertes. Cette figure est trace´e en fonction de
l’inversion de population non sature´e ∆N0. Comme nous l’avons vu plutoˆt,
∆N0 n’e´volue pas de la meˆme fac¸on en fonction du taux de pompage WP sui-
vant que le laser est fonde´ sur un syste`me a` trois ou a` quatre niveaux (voir
le paragraphe 2.3). En imaginant qu’on peut comparer un syste`me a` trois
niveaux et un syste`me a` quatre niveaux dont les parame`tres sont identiques,
la figure 3.2 compare leurs comportements en fonction de WP. On voit que
le syste`me a` trois niveaux pre´sente deux de´savantages1 : i) il faut “consom-
mer” une importante quantite´ de pompe pour blanchir le milieu avant meˆme
d’avoir du gain et ii) comme Isat est deux fois plus faible pour un syste`me a`
trois niveaux que pour un syste`me a` quatre niveaux, la pente de la puissance
en fonction du pompage est deux fois plus faible.
3.2 Fre´quence du laser
En re´gime stationnaire, nous n’avons de´termine´ jusqu’a` pre´sent que l’in-
tensite´ du laser. Mais, e´videmment, la lumie`re pre´sente e´galement une fre´quence
et une phase, auxquelles nous allons nous inte´resser dans ce paragraphe.
1Il n’en reste pas moins que le premier laser, le laser a` rubis, est un bel exemple de
syste`me a` trois niveaux.
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Fig. 3.2 – Evolutions compare´es en fonction du taux de pompage WP de (a)
l’inversion de population non sature´e ∆N0, (b) de l’inversion de population
∆N et (c) du nombre de photons F pour un syste`me a` trois niveaux et a` 4
niveaux.
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3.2.1 Modes de cavite´. Frequency Pulling
Auto-consistance du champ
Conside´rons une cavite´ laser comme celle de la figure 2.1 ou de la figure
2.2, dont le milieu actif remplit toute la cavite´. Si on suppose a` nouveau que
le laser est monomode et unidirectionnel et que le faisceau intracavite´ peut
eˆtre de´crit par une onde plane, alors le champ e´lectrique intracavite´ s’e´crit :
E(z, t) = Ae−iωt+ikz + c.c. . (3.23)
Dire que le laser est en re´gime stationnaire est e´quivalent a` dire qu’apre`s un
tour dans la cavite´ le champ est e´gal a` lui-meˆme. On peut donc e´crire :√
R1R2R3(1− η) eikLcav = 1 , (3.24)
ou` R1, R2 et R3 sont les coefficients de re´flexion des miroirs de cavite´ et η
tient compte des autres pertes.
Dans l’e´quation (3.24), k est complexe et s’e´crit, comme nous l’avons vu
au chapitre 2 :
k =
n0ω
c0
(
1 +
χ′
2
)
+ i
n0ω
c0
χ′′
2
=
n0ω
c0
(
1 +
χ′
2
)
− iα
2
. (3.25)
Module du champ
En prenant le module de l’e´quation (3.24), on obtient :
ln [R1R2R3(1− η)] = −αLcav , (3.26)
c’est-a`-dire :
αLcav = Π . (3.27)
On retrouve donc qu’en re´gime stationnaire le gain sature´ du milieu actif
compense exactement les pertes.
Fre´quence du champ
En s’inte´ressant a` l’argument de l’e´quation (3.24), on obtient :
n0ω
c0
(
1 +
χ′
2
)
Lcav = 2qpi , (3.28)
ou` q est un entier. La fre´quence ν du laser est donc donne´e par :
ν
(
1 +
χ′(ν)
2
)
= q
c0
n0Lcav
= νq , (3.29)
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ou` νq est ce qu’on appelle la fre´quence de re´sonance de la cavite´ “vide”, c’est-
a`-dire sans l’amplification cre´e´e par les atomes. On voit donc que le milieu
actif modifie la fre´quence du laser par rapport a` la fre´quence de re´sonance
νq de la cavite´ vide. Supposons par exemple que notre milieu actif a un gain
lorentzien de largeur totale a` mi-hauteur ∆ν. Alors, en utilisant les e´quations
(1.48), (1.49) et (1.55), on a :
χ′(ν) = −ν − ν0
∆ν/2
χ′′(ν) =
ν − ν0
∆ν/2
c0
n0ω0
α(ν) . (3.30)
En supposant que ν est proche de νq, le de´calage de fre´quence cre´e´ par les
atomes amplificateurs s’e´crit :
ν − νq ≃ −χ
′
2
νq , (3.31)
d’ou`
ν − νq
νq
≃ ν0 − νq
∆ν
c0
n0ω
α(νq) . (3.32)
On voit donc que le de´calage de fre´quence est respectivement positif ou
ne´gatif suivant que νq est plus petit ou plus grand que la fre´quence du centre
de la transition ν0. Le milieu actif a donc tendance a` “tirer” la fre´quence ν
du laser vers le maximum de gain : on parle de “frequency pulling”.
Dans le cas ou` le milieu actif a une longueur La et ne remplit pas toute
la cavite´, les e´quations (3.27) et (3.32) deviennent :
αLa = Π , (3.33)
ν − νq
νq
≃ ν0 − νq
∆ν
c0
n0ω
Laα(νq)
Lcav,opt
. (3.34)
En introduisant les facteurs de qualite´ Qcav de la cavite´ et Qa du milieu
actif :
Qcav = ωτcav =
ω
c0
Lcav,opt
La
, (3.35)
Qa =
ν0
∆ν
, (3.36)
l’e´quation (3.34) se met sous la forme :
ν =
Qcavνq + Qaν0
Qcav + Qa
. (3.37)
Cette relation peut aussi eˆtre obtenue en prenant l’argument de l’e´quation
(2.23) en re´gime stationnaire.
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Phase du champ
L’e´quation de bouclage (3.24) nous a permis de de´terminer l’intensite´ et
la fre´quence du champ intracavite´ (3.23). Cependant, elle n’impose rien a` la
phase du champ, c’est-a`-dire l’argument de A. Par conse´quent, on voit que
la phase du champ peut prendre n’importe quelle valeur. A l’allumage du
laser, les premiers “photons” vont choisir une phase arbitraire et le champ
sera ensuite amplifie´ par e´mission spontane´e sans que sa phase soit alte´re´e.
Si on e´teint le laser et qu’on recommence l’expe´rience, le laser en re´gime
stationnaire atteindra la meˆme intensite´, la meˆme fre´quence, mais avec une
autre valeur de la phase tout aussi arbitraire. Nous verrons cependant au
chapitre 6 que l’e´mission spontane´e induit en plus une marche ale´atoire de
la phase du laser.
3.2.2 Fonctionnement monomode
ν
Domaine d’oscillation possible
ν0
α0(ν)
Π/La
νq+3νq+2νq νq+1νq-1νq-2
Fig. 3.3 – Domaine d’oscillation du laser. On a repre´sente´ le gain non sature´
α0 en fonction de la fre´quence ν et le niveau de pertes ΠLa. Seuls les modes
dont le gain non sature´ de´passe les pertes peuvent espe´rer osciller.
Nous nous sommes jusqu’a` pre´sent contente´s de supposer que notre laser
base´ sur un milieu actif a` e´largissement homoge`ne e´tait monomode, c’est-
a`-dire qu’il ne fonctionne que sur un seul des modes νq de la cavite´. Or on
peut montrer que si l’e´largissement spectral du milieu actif est strictement
monomode et que le laser ne pre´sente pas de “hole burning spatial” (voir le
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paragraphe 3.4), ceci est rigoureusement vrai. Commenc¸ons par nous deman-
der combien de modes longitudinaux de fre´quences νq peuvent en principe
osciller dans notre laser. Pour cela`, il faut de´nombrer les modes susceptibles
de de´passer le seuil, c’est-a`-dire ceux pour lesquels le gain non sature´ est
supe´rieur aux pertes. La figure 3.3 illustre un exemple ou` 2 modes sont au-
dessus du seuil. En effet, les modes indexe´s q et q + 1 ont un gain non sature´
supe´rieur aux pertes et sont donc dans le domaine d’oscillation possible du
laser. Les autres modes sont sous le seuil.
νν0
α0(ν)
Π/La
νν0
α0(ν)
νν0
α0(ν)
νν0
α0(ν)
α (ν)
νq νq+1
(a)
νq νq+1
(b)
νq νq+1
(c)
νq νq+1
(d)
Fig. 3.4 – Gain non sature´ α0 du laser en fonction de la fre´quence. (a)
Le gain est partout infe´rieur aux pertes : le laser n’oscille pas. (b) Le gain
est supe´rieur aux pertes en ν0 mais infe´rieur aux pertes aux fre´quences des
modes de la cavite´ : le laser n’oscille pas. (c) Le mode q +1 atteint le seuil et
commence a` osciller. (d) Les deux modes q et q + 1 sont au-dessus du seuil
(α0(νq) > Π/La et α0(νq+1) > Π/La). Mais une fois que le mode q +1 oscille,
le gain sature´ α(νq) est plus faible que les pertes et ne permet plus au mode
q d’osciller.
Supposons donc maintenant que seuls ces deux modes de fre´quences ν
et νq+1 soient susceptible d’osciller et examinons ce qui se passe au fur et a`
mesure qu’on monte le gain α0(ν), par exemple en augmentant le pompage.
Tant que le gain non sature´ α0 est plus faible que les pertes pour toutes les
fre´quences νq, le laser est sous le seuil et n’oscille pas [voir les figures 3.4(a) et
3.4(b)]. Le laser atteint le seuil quand le gain non sature´ d’un des modes est
e´gal aux pertes [voir la figure 3.4(c)]. Pour des pompages plus forts [voir la
figure 3.4(d)], le gain est sature´ par le mode qui lase et devient donc infe´rieur
aux pertes pour tous les autres modes qui ne peuvent plus osciller. Le laser
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est donc toujours monomode et fonctionne sur le mode qui a le plus fort gain
non sature´.
3.3 Puissance du laser
3.3.1 Couplage optimal
Miroir Coupleur 
de sortie T
Miroir
Autres pertes ϒ
Milieu actif
(Amplificateur)
Fig. 3.5 – Laser utilisant un coupleur de sortie de transmission T .
Les solutions stationnaires nous permettent de connaˆıtre le nombre de
photons et donc l’intensite´ stationnaire dans le laser. Or on souhaite bien
souvent utiliser le faisceau qui sort du laser et donc optimiser la puissance
de sortie en choisissant judicieusement la transmission du miroir de sortie.
Conside´rons en effet par exemple le laser de la figure 3.5, dont le miroir de
sortie a une transmission T . On suppose que toutes les autres pertes (autres
miroirs, diffusions, absorptions,...) correspondent a` un coefficient de pertes
Υ = Π−T en intensite´ par tour. Alors, en vertu de l’e´quation (3.8), l’intensite´
intracavite´ vaut
I = Isat(r − 1) = Isat
(
α0La
T + Υ
− 1
)
, (3.38)
ou` La est la longueur du milieu actif. Et donc l’intensite´ de sortie du laser
s’exprime :
Iout = TIsat
(
α0La
T + Υ
− 1
)
. (3.39)
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Iout
T0
Iout
max
TmaxTopt
Fig. 3.6 – Intensite´ de sortie du laser en fonction de la transmission T du
coupleur de sortie.
L’e´volution de Iout en fonction de T est repre´sente´e sur la figure 3.6. Le laser
oscille pour 0 ≤ T ≤ Tmax = α0Lcav − Υ. L’optimum de puissance Imaxout est
obtenu pour une transmission optimale Topt dont les expressions sont :
Topt =
√
α0LaΥ−Υ , (3.40)
Imaxout = Isat
(√
α0La −
√
Υ
)2
. (3.41)
Dans la limite ou` le pompage est tre`s fort et le laser tre`s au-dessus du
seuil (α0La ≫ Υ), la puissance de sortie optimale du laser est :
Pmaxout ≃ SIsatα0La =
hν∆N0
τ
. (3.42)
On voit donc que la puissance maximum qu’on peut extraire du laser est
e´gale a` l’e´nergie qu’on peut stocker dans le milieu actif (hν∆N0) divise´e par
le temps de re´cupe´ration du gain τ .
3.3.2 Puissance au voisinage du seuil
Comme nous l’avons e´voque´ plus haut, le laser de´marre sur l’e´mission
spontane´e. Si on veut donc calculer comment e´volue la puissance du laser
en fonction du degre´ d’excitation r au voisinage du seuil r = 1, on ne peut
plus ne´gliger l’e´mission spontane´e et il convient donc d’utiliser le syste`me
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constitue´ de l’e´quation (2.61) et de l’e´quation (2.60). Dans le cas d’un syste`me
a` 4 niveaux, on a
dF
dt
= − F
τcav
+ κ∆N(F + 1) = κ [∆N(F + 1)−∆NsF ] . (3.43)
En re´gime stationnaire, on a donc :
∆N
∆Ns
=
F
F + 1
. (3.44)
D’autre part, la saturation du milieu actif s’e´crit
∆N
∆N0
=
1
1 + F/F sat
. (3.45)
En notant le degre´ d’excitation r = ∆N0/∆Ns et en combinant (3.44) et
(3.45), on obtient :
F
Fsat
=
r − 1
2
+
√(
r − 1
2
)2
+
r
Fsat
. (3.46)
Quel est l’ordre de grandeur de Fsat ? Pour re´pondre a` cette question, pre-
nons l’exemple d’un laser Nd :YAG e´mettant une puissance de P = 100 mW
a` la longueur d’onde λ = 1, 06 µm. Ceci correspond a` un flux de photons
Φ =
P
hc0/λ
= 5, 3× 1016 photons/s. Imaginons que la cavite´ soit line´aire de
longueur 20 cm, soit Lcav = 0, 4 m, et que les seules pertes soient celles du
coupleur de sortie qui transmet 2% de l’intensite´ incidente. La dure´e de vie
des photons dans la cavite´ est alors τcav = Lcav/c0Π = 6, 7 × 10−8 s. Le
nombre de photons dans la cavite´ vaut donc F = τcavΦ = 3, 5×1010. Comme
on a, loin au-dessus du seuil, F = Fsat(r− 1), l’ordre de grandeur typique de
Fsat est de 10
10.
La figure 3.7 pre´sente donc, en e´chelle semi-logarithmique l’e´volution du
nombre de photons dans la cavite´ en fonction de r pour Fsat = 10
10, trace´
graˆce a` l’e´quation (3.46). Le seuil correspond a` un chagement brutal du
nombre de photons, avec une pente e´gale a` Fsat/2.
Remarque : le nombre typique (1010 − 1012) de photons intra-
cavite´ que nous avons obtenu est responsable des remarquables
proprie´te´s des lasers. En se rappelant qu’une source “classique”
n’est pas capable de mettre 1 photon dans un seul mode du champ
e´lectromagne´tique, on comprend d’ou` viennent les proprie´te´s de
cohe´rence spatiale et temporelle, de brillance spectrale, etc, du
laser.
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F
r0
seuil
Fsat = 1010
0.5 1.0 1.5 2.0
102
104
106
108
1010
√Fsat = 105
Fig. 3.7 – Nombre de photons F dans la cavite´ en fonction du degre´ d’exci-
tation r pour Fsat = 10
10.
3.4 Hole burning spatial en cavite´ line´aire
Jusqu’a` pre´sent, nous avons toujours suppose´ que le mode qui oscille dans
la cavite´ est une onde plane progressive. Or ceci n’est possible que dans une
cavite´ en anneau unidirectionnelle. Dans une cavite´ telle que celle de la figure
3.8, la lumie`re fait des allers-retours et il se forme une onde stationnaire (on
parle alors de cavite´ line´aire). Contrairement au cas de l’onde progressive, la
densite´ d’e´nergie lumineuse n’est plus homoge`ne et les proprie´te´s de satura-
tion du milieu actif et par conse´quent le comportement du laser s’en trouvent
radicalement modifie´s.
Milieu actif
Miroir
Miroir
T
Lcav/2
z
Iout
Fig. 3.8 – Laser a` cavite´ a` ondes stationnaires.
3.4.1 Onde stationnaire. Saturation
S’il n’y avait pas d’interfe´rences entre les deux ondes progressives intra-
cavite´ d’intensite´s I+ et I−, l’intensite´ totale dans la cavite´ serait I = I+ +I−
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(≃ 2I si les pertes sont faibles et I+ ≃ I− ≃ I) et on pourrait calculer l’e´tat
stationnaire du laser en conside´rant que c’est cette intensite´ qui sature le
gain. Mais les interfe´rences cre´ent une modulation de la densite´ d’e´nergie
u(z) le long de z, et donc la saturation de l’inversion de population de´pend
de z selon :
∆n(z)
∆n0
=
1
1 + u(z)
usat
, (3.47)
avec
u(z) = 4u sin2
(
n0ω
c0
z
)
, (3.48)
et
usat =
n0
c0
Isat . (3.49)
3.4.2 Puissance de sortie
On peut trouver la puissance de sortie en pre´sence de hole burning spatial
en adaptant l’e´quation
dF
dt
= − F
τcav
+ κF∆N (3.50)
au cas d’un laser pre´sentant du hole burning spatial. La variation de l’e´nergie
E stocke´e dans la cavite´ laser due au gain s’e´crit :
dE
dt
∣∣∣∣
gain
=
c0
n0
σS
∫ La
0
∆n0u(z)
1 + u(z)/usat
dz . (3.51)
En utilisant (3.48), on obtient apre`s inte´gration :
dE
dt
∣∣∣∣
gain
=
c0
n0
σS∆n0usatLa
(
1− 1√
1 + 4u/usat
)
. (3.52)
En re´gime stationnaire, ce gain doit compenser exactement les pertes donne´es
par :
dE
dt
∣∣∣∣
pertes
=
2uVcav
τcav
, (3.53)
d’ou` :
u
usat
=
r
2
(
1− 1√
1 + 4u/usat
)
. (3.54)
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On peut re´soudre cette e´quation polynoˆmiale du troisie`me ordre et, en ne
gardant que la solution physique, on a :
u =
usat
2
(
r − 1
4
−
√
r
2
+
1
16
)
. (3.55)
Finalement, l’intensite´ de sortie du laser est donne´e par
Iout =
T
2
Isat
(
r − 1
4
−
√
r
2
+
1
16
)
. (3.56)
Ce re´sultat est a` comparer avec l’expression de l’intensite´ de sortie en l’ab-
sence de hole burning spatial :
Iout =
T
2
Isat (r − 1) . (3.57)
La figure 3.9 montre que le hole burning spatial, meˆme s’il ne de´place pas le
r0
Sans hole
burning spatial
2 T Iout / Isat
1.0 2.0 3.0 5.0
1.0
2.0
3.0
4.0
Avec hole
burning spatial
Fig. 3.9 – Intensite´ de sortie du laser en fonction de r selon les e´quations
(3.56) et (3.57).
seuil du laser, re´duit la pente de sa caracte´ristique d’un facteur 2/3. Ceci est
duˆ au fait que la structure d’onde stationnaire n’optimise pas l’extraction de
l’e´nergie pre´sente dans le milieu actif.
3.4.3 Fonctionnement multimode
Prenons l’exemple d’un milieu amplificateur remplissant comple`tement
la cavite´ et conside´rons deux modes conse´cutifs de longueurs d’onde λq =
Lcav,opt/q et λq+1 = Lcav,opt/(q + 1). Au milieu de la cavite´, par exemple
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(voir la figure 3.10), le mode λq ne sature pas les atomes, alors que le mode
λq+1 les sature au maximum. On voit donc que la compe´tition entre les gains
pour ces deux modes est fortement re´duite, si bien qu’ils peuvent osciller
simultane´ment en utilisant des classes spatiales diffe´rentes d’atomes. Dans
ces conditions, le fonctionnement multimode est possible dans la mesure ou`
chaque mode est amplifie´ par une distribution d’atomes diffe´rente.
Milieu actif
Miroir Miroir
Lcav/2
Fig. 3.10 – Structures d’onde stationnaire de deux modes longitudinaux
successifs.
Une fac¸on de re´duire l’effet du hole burning spatial consiste a` placer un
milieu amplificateur de faible longueur (La ≪ Lcav/2) a` une petite distance
optique a ≪ Lcav,opt/2 d’un des miroirs de renvoi de la cavite´ line´aire (la-
ser a` colorants, centres colore´s, saphir-titane..), c’est-a`-dire la` ou` les modes
longitudinaux successifs pre´sentent le plus grand recouvrement spatial (voir
la figure 3.10). Supposons que l’on a un premier mode de la cavite´ de lon-
gueur d’onde λ1 = 2a/m1, qui posse`de donc un noeud d’intensite´ au centre
du milieu amplificateur ; un deuxie`me mode de la cavite´ de longueur d’onde
λ2 = 2a/(m2 +1/2), de´cale´ spatialement de λ/4 dans le milieu amplificateur,
ne sera pratiquement pas affecte´ par la saturation produite par le premier
mode. Comparons l’intervalle de fre´quence ∆νp entre ces “modes de hole
burning spatial” et l’intervalle de fre´quence ∆νcav entre modes de la cavite´ :
∆νp
∆νcav
=
ν2 − ν1
c0/Lcav,opt
=
(m2 −m1 + 1/2)(c0/2a)
c0/Lcav,opt
=
(
p +
1
2
)
Lcav,opt
a
.
(3.58)
Pour Lcav,opt ≫ a , les modes de hole burning spatial sont donc beaucoup plus
se´pare´s que les modes longitudinaux de la cavite´. La variation du de´calage
des syste`mes d’ondes stationnaires sera alors tre`s faible dans le milieu am-
plificateur, et le laser sera monomode.
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Chapitre 4
Laser a` milieu a` e´largissement
inhomoge`ne
4.1 Milieux a` e´largissement inhomoge`ne
Dans les chapitres pre´cedents, nous nous sommes limite´s a` des milieux
amplificateurs dans lesquels les N atomes qui interagissent avec le champ
e´lectromagne´tique sont identiques (meˆmes fre´quences de transition, meˆmes
largeurs de raies, meˆmes re`gles de se´lection vis-a`-vis du champ,...). Il est bien
e´vident que ceci constitue un cas limite rarement valable dans la re´alite´. Par
opposition a` cet e´largissement homoge`ne, il existe des cas ou` les atomes, a`
cause de leur comportement ou de leur environnement, ont des fre´quences de
re´sonance diffe´rentes pour une transition donne´e. Pour la collection d’atomes,
on obtient alors un e´largissement dit inhomoge`ne de la raie duˆ a` la disper-
sion des fre´quences de re´sonance (profil inhomoge`ne), chacun des atomes
conservant le meˆme profil homoge`ne. L’e´largissement est dit “purement in-
homoge`ne” si le profil inhomoge`ne est beaucoup plus large que le profil ho-
moge`ne. En ge´ne´ral, on a combinaison des deux types d’e´largissement.
4.1.1 Profil gaussien. Effet Doppler. Ions dopant une
matrice cristalline
L’origine statistique de l’e´largissement inhomoge`ne donne un profil le plus
souvent gaussien (mais pas toujours !). Si ∆νinhom est la largeur a` mi-hauteur,
le profil norme´ s’e´crit :
G(ν − ν0) = 2
∆νinhom
√
ln 2
pi
exp
[
− ln 2
(
ν − ν0
∆νinhom/2
)2]
. (4.1)
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L’e´largissement par effet Doppler est l’exemple type rencontre´ dans les
gaz. Soit un atome en mouvement dans le re´fe´rentiel de l’observateur avec
une vitesse v , de composante vz sur l’axe d’observation Oz. L’onde e´mise
par ces atomes a` la fre´quence de re´sonance est rec¸ue par l’observateur a` la
fre´quence de´cale´e dont la valeur est donne´e, au premier ordre en vz/c, par :
ν − ν0
ν0
=
vz
c0
. (4.2)
Dans un gaz en e´quilibre thermique a` la tempe´rature T , on sait que les
atomes de composante vz de vitesse sont distribue´s selon la loi de Maxwell
avec la probabilite´ :
P (vz)dvz =
(
m
2pikBT
)1/2
exp
[
− mv
2
z
2kBT
]
dvz , (4.3)
ou` kB est la constante de Boltzmann.
L’intensite´ e´mise suivant Oz par la classe d’atomes de fre´quence mesure´e
situe´e dans l’intervalle [ν, ν +dν] est proportionnelle a` cette probabilite´ dans
laquelle on remplace vz par sa valeur dans (4.2). Le profil norme´ et la largeur
“Doppler” a` mi-hauteur ∆νD ont pour expressions
GD(ν − ν0) = c0
ν0
√
m
2pikBT
exp
[
− mc
2
0
2kBT
(
ν − ν0
ν0
)2]
, (4.4)
∆νD =
ν0
c0
√
8RT ln 2
M
, (4.5)
ou` M est la masse molaire du gaz et R la constante des gaz parfaits. Dans
la pratique, a` tempe´rature ambiante, les largeurs Doppler sont typiquement
de l’ordre du GHz.
Les ions actifs dopant une matrice cristalline ou amorphe constituent un
deuxie`me exemple d’e´largissement inhomoge`ne. A cause des petits de´fauts
dans le cristal, les sites cristallins ne sont pas identiques pour ces ions, meˆme
si la syme´trie ponctuelle est conserve´e. Le champ e´lectrique cristallin cre´e´
par les ions environnants varie d’un site a` l’autre, ce qui fait varier l’e´nergie
des niveaux de l’ion. Si la distribution des e´nergies est gaussienne, le profil
des raies pour la collection des ions dans la matrice est e´galement gaussien.
Un troisie`me exemple est fourni par l’existence de plusieurs isotopes de
l’atome actif. En effet, les fre´quences des transitions des diffe´rents isotopes
sont de´cale´es les unes par rapport aux autres, ce qui induit un e´largissement
inhomoge`ne.
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4.1.2 Coefficient d’amplification non sature´e
De fac¸on ge´ne´rale, on note P (νi − ν0) la distribution, centre´e en ν0, des
fre´quences de re´sonance νi des atomes [voir la figure 4.1(a)]. Alors, si ∆n0
est la (densite´ spatiale de) diffe´rence de population non sature´e totale et si
on suppose que le pompage est identique pour tous les atomes, quelle que
soit leur fre´quence centrale νi, la diffe´rence de population d∆ni de la classe
d’atomes de fre´quences de re´sonance situe´es dans l’intervalle [νi, νi + dνi]
s’e´crit :
d∆ni = ∆n0P (νi − ν0)dνi . (4.6)
ν0 νi
P(νi - ν0) α d∆nidνi(a)
ν
g(ν - νi)(b)
ν0 ν
α0(ν)(c)
νi
Fig. 4.1 – Gain non sature´ pour un milieu a` e´largissement inhomoge`ne.(a)
Distribution P des fre´quences de re´sonance νi des atomes. Si le pompage est le
meˆme pour tous les atomes, cette courbe est proportionnelle a` la distribution
spectrale de l’inversion de population. (b) Profil de gain homoge`ne pour
les atomes de fre´quence de re´sonance νi. (c) Le gain non sature´ α0 est la
convolution des courbes repre´sente´es en (a) et (b).
Pour cette classe d’atomes, la section efficace σi(ν) est proportionnelle au
profil norme´ g(ν − νi) centre´ a` la fre´quence νi [voir la figure 4.1(b)] :
σi(ν) =
σ0
g(0)
g(ν − νi) . (4.7)
Le coefficient d’amplification non sature´ α0(ν) est calcule´ par inte´gration sur
l’ensemble des classes d’atomes :
α0(ν) =
σ0
g(0)
∆n0
∫ ∞
−∞
g(ν − νi)P (νi − ν0)dνi . (4.8)
L’inte´grale, produit de convolution de deux fonctions norme´es, est elle-meˆme
une fonction norme´e. Le re´sultat de cette convolution est sche´matise´ dans la
figure 4.1(c). Dans le cas ou` le profil homoge`ne est lorentzien (g ≡ L, largeur
∆νhom) et ou` le profil inhomoge`ne est gaussien (P ≡ G, largeur ∆νinhom), le
produit de convolution est appele´ profil de Voigt.
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L’application de (4.8) aux cas extreˆmes des profils homoge`ne et inho-
moge`ne purs donne :
α0(ν) = σ(ν)∆n0 si ∆νinhom ≪ ∆νhom , (4.9)
α0(ν) =
σ0
g(0)
P (ν − ν0)∆n0 si ∆νhom ≪ ∆νinhom , (4.10)
Dans le cas des transitions optiques dans les gaz, la largeur Doppler exce`de
de deux ordres de grandeur la largeur naturelle, de sorte que le profil des raies
est gaussien.
4.1.3 Hole burning spectral
On s’inte´resse maintenant a` ce qui se passe quand on sature la diffe´rence
de population par une onde a` la fre´quence ν. En tenant compte du fait que
l’intensite´ de saturation Isat,i(ν) pour des atomes re´sonants a` νi par une onde
de fre´quence ν e´volue en fre´quence comme l’inverse de la section efficace, on
a, en utilisant (4.7) :
Isat,i(ν) =
hν
2∗σi(ν)τ
= Isat0
g(0)
g(ν − νi) , (4.11)
ou` Isat0 = hν/2
∗σ0τ est l’intensite´ de saturation a` re´sonance et ou` 2
∗ vaut 2
ou 1 pour un syste`me a` 3 ou 4 niveaux, respectivement. En utilisant (4.11),
on peut alors e´crire la diffe´rence de population pour les atomes re´sonants a`
νi sous la forme suivante :
d∆ni = P (νi − ν0)∆n0 1
1 + I
Isat,i(ν)
dνi
= P (νi − ν0)∆n0 1
1 + I
Isat0
g(ν−νi)
g(0)
dνi
= P (νi − ν0)∆n0
{
1−
I
Isat0
I
Isat0
+ g(0)
g(ν−νi)
}
dνi . (4.12)
Le terme P (νi − ν0)∆n0 est la “diffe´rence de population spectrale non sa-
ture´e” de la figure 4.1, qui a le profil inhomoge`ne normal. Le deuxie`me terme
de l’accolade ne prend de valeurs non nulles qu’a` la re´sonance de la classe
d’atomes avec le laser (ν ≃ νi). On creuse donc un “trou” dans le profil de la
diffe´rence de population spectrale non sature´e, centre´ a` la fre´quence du laser,
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et dont la profondeur relative est
I
Isat0
I
Isat0
+ g(0)
g(ν−νi)
: c’est le phe´nome`ne de “hole
burning spectral” qui est de´crit dans la figure 4.2(a).
ν0 νi
d∆ni
dνi(a)
ν
α(ν)(b)
α0(ν)
ν
α(ν)
Fig. 4.2 – Gain sature´ pour un milieu a` e´largissement inhomoge`ne. (a) Dis-
tribution spectrale de l’inversion de population non sature´e (trait tirete´) et
sature´e (trait plein) par un laser de fre´quence ν. (b) Gain non sature´ α0 et
sature´ α en fonction de la fre´quence du laser.
Pour un profil homoge`ne lorentzien, on a
g(ν − νi) ≡ L(ν − νi) = 2
pi∆νhom
1
1 + [2(ν − νi)/∆νhom]2
, (4.13)
et donc on obtient l’expression suivante pour le deuxie`me terme de l’accolade
de (4.12), qui de´crit le trou :
I
Isat0
I
Isat0
+ g(0)
g(ν−νi)
=
I
Isat0
1 + I
Isat0
1
1 +
(
2(ν−νi)
∆νhom
√
1+I/Isat0
)2 . (4.14)
Ainsi, dans l’approximation ou` P (νi − ν0) ≃ P (ν − ν0), le trou a un profil
lorentzien de largeur :
∆ν ′ = ∆νhom
√
1 +
I
Isat0
. (4.15)
En conclusion, seules les classes d’atomes dont la fre´quence de re´sonance est
tre`s voisine de la fre´quence du laser sont concerne´es par l’interaction avec le
laser. Les autres atomes ne sont que des spectateurs passifs.
4.1.4 Coefficient d’amplification sature´e
Calculons maintenant le coefficient d’amplification sature´e avec la me´thode
utilise´e en (4.8) et le re´sultat (4.12). Le re´sultat peut se mettre sous la forme
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suivante :
α(ν) = σ0∆n0
∫ ∞
−∞
dνiP (νi − ν0) 1g(0)
g(ν−νi)
+ I
Isat0
. (4.16)
Meˆme si g ≡ L et P ≡ G, l’inte´gration n’est re´alisable en ge´ne´ral
que nume´riquement. Cependant, elle est possible analytiquement pour un
e´largissement purement inhomoge`ne pour lequel le profil P (νi− ν0) ≃ P (ν−
ν0) sort de l’inte´grale. En inte´grant et en appliquant (4.10), on e´tablit une
relation remarquablement simple entre α(ν) et α0(ν) :
α(ν) =
α0(ν)√
1 + I
Isat0
=
α0(ν0)√
1 + I
Isat0
P (ν − ν0)
P (0)
. (4.17)
Ce re´sultat est repre´sente´ sur la figure 4.2(b). On voit que finalement,
la saturation ne modifie pas le profil inhomoge`ne, mais re´duit le coefficient
d’amplification d’un facteur
√
1 +
I
Isat0
. Ce re´sultat s’applique parce que la
fre´quence de l’onde qui sonde le gain est la meˆme que celle de l’onde qui
sature. Il ne s’agit pas d’une expe´rience de type “pompe-sonde” avec deux
faisceaux de fre´quences diffe´rentes.
4.2 Fonctionnement laser
4.2.1 Application des conditions d’oscillation. Fonction-
nement multimode
Conside´rons un laser construit a` partir d’un milieu actif a` e´largissement
principalement inhomoge`ne (∆νhom ≪ ∆νinhom). Pour les modes longitudi-
naux de fre´quence νq tels que α0(νq) > Π/La, l’oscillation simultane´e est
possible. En effet, on a vu au paragraphe 4.1 qu’a` chaque fre´quence νq cor-
respond une classe particulie`re d’atomes qui n’interagissent qu’avec ce mode.
Les rayonnements de ces modes creusent des trous (“hole burning spec-
tral”) dans le profil du coefficient d’amplification non sature´e α0(ν) [voir
l’e´quation (4.10)]. Si ∆νhom ≪ c0/Lcav, ces trous peuvent eˆtre conside´re´s
comme comple`tement inde´pendants les uns des autres, et les diffe´rents modes
longitudinaux interagissent chacun avec des atomes qui leur sont propres. Ap-
pelons alors Iq l’intensite´ du mode q. Si la transition a un profil homoge`ne
lorentzien, on peut appliquer l’expression (4.17) pour e´crire l’e´galite´ du gain
et des pertes :
α(νq) =
α0(νq)√
1 + Iq/Isat0
=
Π
La
(4.18)
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ννq+2νq+1νqνq-1
Oscillation multimode
Pertes
Fig. 4.3 – Gain non sature´ (en trait pointille´) et gain sature´ (en trait plein)
en fonction de la fre´quence. On note l’apparition de trous aux fre´quences des
modes qui oscillent et qui assurent l’e´galite´ et des pertes a` chacune de ces
fre´quences.
et en de´duire Iq :
Iq = Isat0
[(
α0(ν0)La
Π
P (νq − ν0)
P (0)
)2
− 1
]
. (4.19)
L’intensite´ du mode varie line´airement avec le carre´ du rapport α0(ν0)La/Π,
elle est maximum quand νq = ν0, minimum au bord du domaine d’oscillation
δνosc de´fini par la condition α0(νq) > Π/La. Le nombre de modes oscillant
simultane´ment est donne´ a` une unite´ pre`s par le rapport Lcav,optδνosc/c0. Par
exemple, un laser He-Ne a` cavite´ line´aire (Lcav/2 = 50cm) dont le domaine
d’oscillation Doppler est δν = 1500 MHz peut fonctionner sur 5 modes.
4.2.2 Puissance de sortie pour un mode donne´
Le calcul est formellement identique a` celui du paragraphe 3.3.1, et on
reprend les meˆmes notations. L’intensite´ de sortie du mode q a alors pour
expression :
Iout = TIsat0
[(
α0(νq)La
T + Υ
)2
− 1
]
. (4.20)
Le couplage optimal de sortie est obtenu comme au paragraphe 3.3.1. Le
re´sultat est moins simple que (3.40), car il met en jeu une e´quation du
62 4. LASER A ELARGISSEMENT INHOMOGENE
troisie`me degre´, mais l’allure de la courbe est analogue. Dans le cas ou` le
pompage est important (α0(νq)La ≫ Υ), on peut montrer que la valeur op-
timale Topt est approximativement e´gale a` Υ.
4.2.3 Compe´tition de modes : insuffisance du mode`le
“rate equations”
Le fonctionnement continu d’un laser multimode (a` e´largissement ho-
moge`ne ou inhomoge`ne) pose plusieurs proble`mes :
1. La compe´tition e´ventuelle entre modes : les modes vont-ils osciller si-
multane´ment ou l’un d’entre eux va-t-il osciller seul a` un instant donne´ ?
2. Les intensite´s des modes : l’e´quation (4.20) est-elle vraiment valable
dans le cas d’un e´largissement inhomoge`ne, et qu’en est-il pour un
milieu a` e´largissement homoge`ne ?
3. La phase relative des champs e´lectriques des modes : c’est le proble`me
du fonctionnement en “modes verrouille´s en phase” (“Mode locking”,
voir le cours de M.-C. Schanne-Klein).
Le simple fait que l’intensite´ est proportionnelle au carre´ de la somme des
champs e´lectriques montre que des termes de battement s’introduisent sauf
dans le cas particulier ou` il n’y aucune relation de phase entre modes. A la
place du mode`le “rate equations”, on doit utiliser la the´orie semi-classique
de Maxwell-Bloch du chapitre 2, c’est-a`-dire les e´quations de Maxwell en
calculant la polarisation du milieu due a` la densite´ de dipoˆles oscillants par
la me´canique quantique (et non pas la diffe´rence de population).
Malgre´ tout, on peut encore utiliser le mode`le “rate equations” pour un
laser a` deux modes en ne´gligeant les modulations de population, dont la
fre´quence de battement est en ge´ne´ral trop e´leve´e pour que les atomes suivent.
Dans ce cas, il suffit d’introduire dans la formule de saturation les deux termes
de saturation correspondant aux deux modes i = 1, 2 , avec les facteurs de
profils fi et les structures spatiales ai des champs :
∆n(z) =
∆n0
1 + I1
Isat0
f1|a1|2 + I2Isat0 f2|a2|2
, (4.21)
avec
fi =
σ(νi)
σ(ν0)
, (4.22)
et
ai =

exp
[
in0ωi
c0
z
]
(anneau)
2 sin
[
n0ωi
c0
z
]
(line´aire)
(4.23)
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L’application de ce mode`le permet d’introduire un coefficient de couplage
entre les deux modes qui, selon sa valeur, donne des solutions stables ou
instables.
4.3 Cas spe´cifique des lasers a` gaz
4.3.1 Hole burning spectral dans une cavite´ line´aire
Conside´rons le cas d’un laser a` gaz monomode fonctionnant en onde sta-
tionnaire : cette onde est la superposition des deux ondes progressives de
meˆme fre´quence se propageant en sens inverses. Elles sont re´sonnantes avec
les deux classes d’atomes de vitesses axiales v+ et v− donne´es par :
ν
(
1− v+
c0
)
= ν0 , (4.24)
ν
(
1 +
v−
c0
)
= ν0 , (4.25)
d’ou`
v+ = −v− = c0
ν
(ν − ν0) . (4.26)
La re´partition de ∆n en fonction de la vitesse axiale v pre´sente donc
deux trous syme´triques par rapport a` v = 0. Le laser extrait donc de l’e´nergie
provenant de deux classes de vitesse distinctes. Pour ν = ν0, ces deux trous se
recouvrent pour former un trou unique au centre de la distribution Doppler :
les atomes de vitesse axiale v = 0 interagissent avec les deux ondes avec une
saturation double´e. si on ne tient pas compte du hole burning spatial, on
peut e´crire le gain sous la forme [voir (4.17)] :
ν 6= ν0 ⇒ α(ν) = α0(ν)√
1 + I/Isat0
, (4.27)
ν = ν0 ⇒ α(ν) = α0(ν)√
1 + 2I/Isat0
. (4.28)
Lorsque ν → ν0, l’intensite´ de chacune des ondes progressives de´croˆıt
d’un facteur 2, ainsi que la puissance du faisceau de sortie. Cette diminution
se produit dans la re´gion spectrale de largeur a` peu pre`s e´gale a` la largeur
homoge`ne ou` les deux trous se recouvrent. Ce creux de puissance, appele´
“Lamb dip”, a e´te´ pre´vu the´oriquement par Lamb [Physical Review 134,
1429 (1964)] et observe´ expe´rimentalement dans de nombreux lasers a` gaz.
On va maintenant l’e´tudier plus en de´tail.
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4.3.2 Lamb dip
On peut faire une approche approximative en utilisant la formule (4.16)
dans laquelle on inclut au terme de saturation l’influence de l’onde retour ;
si νi est la fre´quence de l’onde aller en re´sonance avec la classe d’atomes de
vitesse axiale v, la fre´quence de l’onde retour en re´sonance avec cette classe
d’atomes est ν ′i = 2ν0 − νi. En effet :
νi
(
1− v
c0
)
= ν0
ν ′i
(
1 + v
c0
)
= ν0
⇒ νi + ν ′i =
2ν0
1− (v/c0)2
∼= 2ν0 (4.29)
Dans ces conditions, la formule (4.16) se re´crit :
α(ν) = σ0∆n0
∫ ∞
−∞
G(νi−ν0)
[
I
Isat0
+
L(0)
L(ν − νi) +
I
Isat0
L(ν − 2ν0 + νi)
L(ν − νi)
]−1
dνi ,
(4.30)
ou` G(νi−ν0) est le profil Doppler gaussien, et L(ν−νi) est le profil homoge`ne
lorentzien de la transition centre´ a` la fre´quence νi qui sert ici de variable
d’inte´gration.
L’inte´gration de (4.30) n’est re´alisable en ge´ne´ral que nume´riquement.
Cependant, elle est possible analytiquement, comme au paragraphe 4.1.4,
pour un e´largissement purement inhomoge`ne pour lequel le profil G(νi−ν0) ∼=
G(ν − ν0) sort de l’inte´grale. En inte´grant, on trouve que la largeur a` mi-
hauteur du Lamb dip est sensiblement la largeur homoge`ne.
4.3.3 Lamb dip inverse´
Un phe´nome`ne de´rive´ est le “Lamb dip inverse´” observe´ dans un laser
a` cellule d’absorbant saturable intracavite´ (voir la figure 4.4). Lorsque la
fre´quence du mode co¨ıncide avec la re´sonance νabs du gaz absorbant, celui-
ci devient plus transparent : on observe un pic de puissance superpose´ a` la
courbe de puissance en fonction de la fre´quence du laser. On utilise couram-
ment ce phe´nome`ne a pour la stabilisation en fre´quence des lasers a` gaz.
4.3.4 Hole burning spatial.
Une analyse plus pre´cise du phe´nome`ne de Lamb dip doit tenir compte
du “hole burning spatial” (voir paragraphe 3.4). A l’inte´gration dans (4.30)
doit s’ajouter une inte´gration en z sur la structure d’onde stationnaire dans
le milieu amplificateur [voir par exemple (4.23)].
4.4. SELECTION D’UN MODE 65
Fig. 4.4 – Intensite´ en fonction de la fre´quence d’un laser a` gaz contenant
un absorbant saturable.
4.4 Se´lection d’un mode
4.4.1 Diffe´rentes techniques pour rendre un laser mo-
nomode
Le plus souvent, on recherche un affinement de la bande spectrale du laser,
une se´lection de modes longitudinaux et un fonctionnement monofre´quence.
Les principes de se´lection de modes que l’on va de´crire resteront applicables
au fonctionnement impulsionnel.
La figure 4.5 repre´sente le sche´ma d’un laser a` colorant pompe´ par un
laser a` argon ionise´ : ce laser illustre les me´thodes couramment utilise´es de
se´lection spectrale.
Si le milieu amplificateur (jet de colorant d’une fraction de mm d’e´paisseur)
est seul dans la cavite´, le laser fonctionne dans les deux sens de fac¸on instable.
La diode optique assure un fonctionnement stable en onde progressive, mais
qui comprend de 104 a` 105 modes longitudinaux (largeur spectrale de l’ordre
de 1013 Hz).
Une premie`re se´lection est re´alise´e par un filtre bire´fringent (“filtre de
Lyot”) sous incidence de Brewster qui joue le roˆle d’un e´le´ment disperseur
de faible re´solution, analogue au prisme ou au re´seau. Dans les lasers a` gaz
(He-Ne, argon ionise´), le prisme permet de se´lectionner a` volonte´ une raie
laser parmi plusieurs raies discre`tes. Dans les lasers en impulsions, un re´seau
faisant office de miroir de renvoi assure une se´lection efficace.
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Fig. 4.5 – Exemple de cavite´ en anneau de laser a` colorant continu com-
mercial contenant des e´talons intra-cavite´, des filtres, une diode optique, de
fac¸on a` obtenir une oscillation monofre´quence continuˆment accordable.
Une deuxie`me se´lection est obtenue par un e´talon Fabry-Perot mince
(quelques mm d’e´paisseur, finesse ≃ 10) qui sert de filtre spectral, et la
dernie`re se´lection par un e´talon Fabry-Perot e´pais (quelques cm d’e´paisseur,
finesse > 10) qui ne remplit la condition d’oscillation α0(νq) > Π/La que pour
un seul mode longitudinal. Le “balayage” continu de la fre´quence du mode est
re´alise´ en translatant l’un des miroirs de la cavite´ par une ce´ramique pie´zo-
e´lectrique, et en de´plac¸ant conjointement (par un asservissement e´lectronique
sur le maximum d’intensite´) les bandes passantes des e´talons Fabry-Perot par
diffe´rents proce´de´s (accord d’angle, de tempe´rature, de pression, d’e´paisseur
par cales pie´zo-e´lectriques...).
Une me´thode tre`s utilise´e dans la se´lection de modes consiste a` ajouter des
miroirs additionnels a` la cavite´, aligne´s en re´sonance avec les autres miroirs
de fac¸on a` cre´er des interfe´rome`tres intra-cavite´ (Michelson, Sagnac, Fox-
Smith, Vernier, Mach-Zehnder...). Les proprie´te´s des cavite´s a` 3 miroirs, qui
de´pendent de la configuration choisie, sont souvent complique´es a` e´tudier.
Une difficulte´ a` re´soudre est la ne´cessite´ d’accorder en permanence les cavite´s
couple´es [cf. P. W. Smith, ”Mode selection in lasers”, Proc. IEEE 60 422
(1972)].
4.4.2 Stabilisation en fre´quence d’un laser
Le fait d’avoir se´lectionne´ un mode ne garantit pas sa stabilite´ en fre´quence.
Dans l’exemple pre´ce´dent du laser a` colorant, une petite partie du faisceau de
sortie est pre´leve´e et envoye´e dans un interfe´rome`tre Fabry-Perot exte´rieur a`
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la cavite´ de tre`s haute finesse, de tre`s grande stabilite´ me´canique, et thermo-
state´ a` mieux que 10−2 K sur de longues dure´es. On asservit la fre´quence du
laser sur le flanc d’un pic de transmission de l’interfe´rome`tre. On peut bien
suˆr e´largir cette technique a` d’autres interfe´rome`tres (Michelson...).
On obtient une meilleure stabilite´ et une meilleure reproductibilite´ en as-
servissant le laser sur le maximum d’une raie d’absorption d’un gaz atomique
ou mole´culaire en s’affranchissant de l’effet Doppler : fluorescence d’un jet
atomique excite´ a` angle droit par le faisceau re´sonnant, technique d’absorp-
tion sature´e...). Pour les lasers a` gaz utilise´s en me´trologie (“laser frequency
standard”), on pre´fe`re asservir sur le “Lamb dip” (paragraphe 4.3.2) ou sur
le “Lamb dip inverse´” (paragraphe 4.3.3) avec des cuves d’absorption intra-
cavite´ : lasers He-Ne et cuve intracavite´ de me´thane CH4 (λ = 3, 39 µm) ou
d’iode 129I2 (λ = 0, 6328 µm).
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Chapitre 5
Fonctionnement relaxe´ et
de´clenche´
5.1 Fonctionnement relaxe´ : laser en re´gime
transitoire
Comme dans tout syste`me physique, l’e´tablissement d’un re´gime station-
naire s’accompagne pour les lasers d’un re´gime transitoire oscillant ou non. De
plus, meˆme si le laser fonctionne avec des alimentations stables ou un pom-
page bien constant, il subsiste toujours des petites perturbations externes
(vibrations me´caniques, acoustiques, bruits thermiques, bruits e´lectriques...)
qui excitent le syste`me et l’e´cartent le´ge`rement de son e´tat stationnaire. Nous
allons voir que la fac¸on, quasi-pe´riodique ou ape´riodique, dont le laser revient
a` son e´tat stationnaire, de´pend de la classe dynamique (A ou B, voir para-
graphe 2.2.2) du laser, c’est-a`-dire des valeurs relatives de τ et τcav. Nous
verrons aussi que ceci conditionne e´galement le comportement du laser a`
l’allumage et nous verrons au chapitre 6 que ceci a e´galement d’importantes
conse´quences sur le bruit du laser.
5.1.1 Description en re´gime monomode : oscillations
de relaxation
On se restreint ici aux milieux a` e´largissement homoge`ne, et on suppose
que la cavite´ a de faibles pertes et que le laser est monomode. Dans ces
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conditions, les e´quations (2.59) et (2.60) de´crivent le comportement du laser :
dF
dt
= − F
τcav
+ κF∆N , (5.1)
d
dt
∆N = −1
τ
(∆N −∆N0)− 2∗κF∆N . (5.2)
De plus, on a vu au paragraphe 3.1.2 que le retour du laser vers la solution
stationnaire “ON” s’effectue avec des exposants de Lyapounov donne´s par :
λ± = − r
2τ
± 1
2
√( r
τ
)2
− 4(r − 1)
ττcav
. (5.3)
La solution ge´ne´rale de´crivant le retour du laser a` l’e´tat stationnaire va donc
s’e´crire :
F (t) = FON + δF+e
λ+t + δF−e
λ−t , (5.4)
∆N(t) = ∆NON + δN+e
λ+t + δN−e
λ−t , (5.5)
ou` δF+, δF−, δN+ et δN− de´pendent des conditions initiales. On voit donc que
le comportement du laser va de´pendre radicalement du signe de l’argument
de la racine carre´e dans l’e´quation (5.3).
Cas du laser de classe A : τcav ≫ τ
Dans le cas d’un laser de classe A, la dure´e de vie de l’inversion de popu-
lation est beaucoup plus courte que celle des photons dans la cavite´ (“good
cavity limit”) et on a :
λ+ ≃ −r − 1
r
1
τcav
, (5.6)
λ− ≃ − r
τ
. (5.7)
On voit donc que λ− ≫ λ+ et donc le laser va retourner exponentiellement
vers son re´gime stationnaire avec un temps de relaxation :
τrelax =
r
r − 1τcav ≃ τcav de`s que r ≫ 1 . (5.8)
On peut retrouver ce re´sultat en remarquant que la condition τcav ≫ τ
nous permet d’e´liminer adiabatiquement l’inversion de population des e´quations
(5.1) et (5.2). En effet, en e´crivant que d∆N/dt = 0 dans l’e´quation (5.2),
on a :
∆N =
∆N0
1 + 2∗κτF
, (5.9)
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qu’on peut injecter dans l’e´quation (5.1) pour obtenir finalement :
dF
dt
= F
(
− 1
τcav
+
κ∆N0
1 + 2∗κτF
)
. (5.10)
Cette e´quation montre bien qu’en re´gime dynamique de classe A, c’est la
saturation instantane´e du milieu actif qui rame`ne de fac¸on monotone le laser
vers sa position d’e´quilibre. En effet, si F < FON, le terme de gain
∆N0
1 + 2∗κτF
devient plus grand que le terme de pertes
1
τcav
et l’intensite´ peut augmenter.
A contrario, si F > FON, le terme de gain
∆N0
1 + 2∗κτF
devient plus petit que
le terme de pertes
1
τcav
et l’intensite´ diminue.
Cas du laser de classe B : τ ∼ τcav ou τ > τcav
Dans ce cas le re´gime transitoire est quasi-pe´riodique avec une pseudo-
fre´quence et un temps d’amortissement donne´s par :
t (ms)
F /F ON
0.1 0.2 0.3 0.5
0.0
1.0
2.0
0.40.0
Fig. 5.1 – Exemple de comportement du nombre de photons dans la cavite´
en fonction du temps quand on e´carte le syste`me de sa solution stationnaire.
On a pris τ = 240 µs, τcav = 33 ns et r = 5.
frelax =
1
2pi
√
r − 1
ττcav
−
( r
2τ
)2
, (5.11)
τdamp =
2τ
r
. (5.12)
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Dans le cas assez courant ou` τ ≫ τcav (“bad cavity limit”), la fre´quence
des oscillations de relaxation devient :
frelax ≃ 1
2pi
√
r − 1
ττcav
. (5.13)
Une illustration de ces oscillations de relaxation est pre´sente´e en figure 5.1.
On a conside´re´ l’exemple d’un laser Nd :YAG (4 niveaux, τ = 240 µs) avec
une cavite´ de 50 cm de long avec 5% de pertes (τcav = 33 ns) et fonctionnant
5 fois au-dessus du seuil. La courbe repre´sente le comportement du nombre
de photons F normalise´ a` la valeur stationnaire quand on impose, a` t = 0,
un nombre de photons e´gal a` 2 fois sa valeur stationnaire.
5.1.2 Allumage du laser : spiking
Ces diffe´rences entre les comportements des lasers de classes A et B sont
encore plus spectaculaires quand on regarde leur comportement a` l’allumage.
Dans ce cas, on ne peut plus line´ariser les e´quations (5.1) et (5.2) autour des
solutions stationnaires, et une re´solution nume´rique s’impose.
Cas du laser de classe A : τcav ≫ τ
La figure 5.2 reproduit l’e´volution de l’inversion de population et du
nombre de photons normalise´s a` leurs valeurs en re´gime stationnaire dans le
cas d’un laser de classe A, obtenus en inte´grant nume´riquement les e´quations
(5.1) et (5.2). On observe qu’apre`s une phase tre`s courte de pompage pendant
laquelle l’inversion de population augmente jusqu’a` atteindre ∆N0, le laser
semble mettre un temps de l’ordre de 600 ns a` de´marrer (voir la figure 5.2(b)).
On voit en fait sur la figure 5.2(c), qui reproduit la meˆme e´volution du nombre
de photons mais en e´chelle logarithmique, qu’en fait le laser de´marre de`s que
le gain de´passe les pertes et que l’intensite´ croˆıt exponentiellement tant que
F est faible devant Fsat. Une fois que le nombre de photons devient signifi-
catif, l’inversion de population sature instantane´ment et le syste`me tend de
fac¸on monotone vers son re´gime stationnaire.
Cas du laser de classe B : τ ∼ τcav ou τ > τcav
La figure 5.3 reproduit l’e´volution de l’inversion de population et du
nombre de photons normalise´s a` leurs valeurs en re´gime stationnaire dans
le cas d’un laser de classe B, ayant les meˆmes caracte´ristiques que celui de la
figure 5.1. On voit que le comportement oscillatoire amorti des transitoires
du laser prend ici un caracte`re spectaculaire : le laser e´met a` l’allumage une
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t (µs)
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0.0
0.5
1.0
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(b)
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∆N /∆Ns
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4.00.0
(a)4.0
3.0
2.0
1.0
t (µs)
F /F ON
1.0 2.0 3.0 5.0
10-12
10-6
1.0
4.00.0
(c)
Fig. 5.2 – Comportement a` l’allumage d’un laser de classe A. On a pris
τ = 10 ns, τcav = 170 ns et r = 5.
se´rie d’impulsions tre`s intenses (“spiking”) qui s’amortissent assez lentement.
La figure 5.1(c), qui reproduit la trajectoire du laser dans le plan (∆N,F )
permet de comprendre l’origine de ce phe´nome`ne : l’inversion de population
re´agit tellement lentement aux variations de l’intensite´ intra-cavite´ qu’elle est
en quadrature de phase par rapport a` F . Ceci provient de l’e´quation (5.1),
qui montre que quand le nombre de photons atteint sa valeur maximale,
c’est-a`-dire quand dF/dt = 0, ∆N est e´gal a` sa valeur stationnaire ∆Ns.
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Fig. 5.3 – Comportement a` l’allumage d’un laser de classe B. On a pris
τ = 240 µs, τcav = 33 ns et r = 5.
5.2 Fonctionnement relaxe´ en re´gime multi-
mode
En re´gime multimode, le traitement the´orique est plus complique´ car il ne
suffit pas de conside´rer les intensite´s des modes oscillants comme inde´pendantes
les unes des autres et de les additionner. En re´alite´, pour tenir compte de
l’interfe´rence temporelle et spatiale des modes entre eux, il est ne´cessaire
d’e´crire autant d’e´quations pour le champ e´lectrique qu’il y a de modes. Le
syste`me pre´sente alors autant de fre´quences propres qu’il y a de modes et
le comportement devient encore plus complique´ et parfois meˆme chaotique
comme le montre la figure 5.4 sur l’exemple d’un laser a` rubis multimode
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(e´chelle 10 µs/division).
Fig. 5.4 – Comportement temporel de l’intensite´ d’un laser a` rubis multi-
mode.
5.3 Laser de´clenche´ (“Q-switch”)
5.3.1 Principe
Nous avons vu au paragraphe 5.1 qu’a` l’allumage, un laser de classe B
e´met des impulsions dont l’intensite´ creˆte est bien plus grande que l’intensite´
en re´gime stationnaire. Par exemple, en regardant la figure 5.3, on voit que
la premie`re impulsion a une intensite´ creˆte 20 fois plus importante que l’in-
tensite´ stationnaire. Le but du de´clenchement, ou “Q-switch”, est d’amplifier
cet effet et de controˆler l’instant d’e´mission de l’impulsion. On tente d’obli-
ger le laser a` stocker pendant un temps de l’ordre de τ l’e´nergie fournie par
le pompage sous forme d’inversion de population dans le milieu actif, puis
on lui fait relaˆcher cette e´nergie sous forme lumineuse pendant un temps de
l’ordre de τcav. L’intensite´ creˆte du laser est donc en gros τ/τcav fois plus
e´leve´e que l’intensite´ que fournirait ce laser en continu. Cette technique est
donc re´serve´e aux lasers de classe B. Mieux encore, elle prend tout son sens
pour les lasers pour lesquels τ ≫ τcav, ce qui permet d’atteindre des intensite´s
creˆtes bien plus fortes (typiquement 105 fois) que l’intensite´ qu’e´mettrait le
laser en continu, mais pendant un temps de l’ordre de 10 ns.
La technique pour atteindre ce but consiste a` maintenir volontairement
de fortes pertes dans la cavite´ (facteur de qualite´ de la cavite´ Qcav faible) pen-
dant un temps de l’ordre de τ , de fac¸on a` obtenir une inversion de population
∆N importante sans atteindre le seuil d’oscillation laser, donc sans satura-
tion (voir la figure 5.5). Quand ∆N atteint une valeur initiale ∆Ni proche de
la valeur ∆N0 the´oriquement permise par le pompage et tre`s grande devant la
diffe´rence de population au seuil ∆Ns, on diminue soudainement les pertes de
la cavite´ en un temps court (typiquement de l’ordre de la ns) : Qcav augmente
tre`s rapidement, ce qui explique le nom de “Q-switch” donne´ au processus
de de´clenchement du laser. Comme ∆Ni ≫ ∆Ns, le nombre de photons F
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Pertes de la cavité
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∆N(t)
∆Ns
∆Ni
F(t)
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Fig. 5.5 – Principe du de´clenchement du laser.
dans la cavite´ du laser augmente tre`s rapidement. De fac¸on analogue aux
oscillations de relaxation, elle devient maximum pour ∆N = ∆Ns.
Toute l’e´nergie accumule´e pendant le temps de pompage (souvent de
l’ordre de la milliseconde) se libe`re d’un seul coup en une impulsion lumi-
neuse tre`s bre`ve (10 ns) et tre`s intense (MW-GW creˆte). Apre`s l’impulsion,
∆N redescend a` une valeur finale ∆Nf faible, et meˆme quasi-nulle pour un
syste`me a` 4 niveaux bien optimise´. Avant de de´terminer les parame`tres de
cette impulsion, examinons les techniques de de´clenchement.
5.3.2 Me´thodes de de´clenchement
On distingue deux cate´gories de me´thodes (voir la figure 5.6) : les me´thodes
de de´clenchement actif (a, b, c) et le de´clenchement passif (d).
a) Miroir tournant : c’est la premie`re me´thode utilise´e (laser a` rubis) ; le
miroir est monte´ sur une platine de grande vitesse angulaire actionne´e
par une turbine a` air comprime´. Il faut ajuster soigneusement la syn-
chronisation entre la rotation du miroir et le flash de pompe. Quoi-
qu’e´conomique, cette technique a trop d’inconve´nients : incertitude
sur l’instant de de´clenchement, dure´e trop longue de de´clenchement,
manque de reproductibilite´, vibrations et bruit me´canique qui entraˆınent
des difficulte´s d’alignement. Elle n’est pratiquement plus utilise´e.
b) Cellule e´lectro-optique (cristal de Pockels ou cellule de liquide a` effet
Kerr) : on inclut dans la cavite´ un polariseur et un e´le´ment e´lectro-
optique (e´ventuellement couple´ a` une lame quart d’onde). Pendant la
premie`re phase, l’ensemble est e´quivalent a` une lame quart d’onde λ/4 :
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Fig. 5.6 – Techniques de de´clenchement du laser.
la lumie`re re´fle´chie sur un des miroirs ne peut, au retour, traverser le
polariseur sans pertes importantes puisque sa polarisation a tourne´ de
90˚ par double passage dans la lame λ/4. C’est le principe de l’isolateur
optique qui interdit ici l’oscillation laser. Pour de´clencher le laser, on
applique ou on arreˆte brusquement la tension sur l’e´le´ment e´lectro-
optique de fac¸on a` ne plus modifier la polarisation de la lumie`re :
celle-ci conserve toujours la meˆme polarisation rectiligne et peut re-
venir dans la cavite´ laser. Cette me´thode de de´clenchement actif, la
plus employe´e, pre´sente l’avantage d’un de´marrage controˆle´ et d’une
commutation e´lectronique rapide.
c) Modulateur acousto-optique : cet e´le´ment (liquide ou solide) place´
dans la cavite´ est module´ spatialement par un e´metteur a` ondes ultra-
sonores ; ceci cre´e un re´seau de Bragg qui diffracte et de´vie la lumie`re
en dehors de la cavite´ afin de maintenir Qcav faible. L’arreˆt e´lectronique
de la modulation provoque le de´clenchement actif du laser.
d) Absorbant saturable : on ajoute dans la cavite´ un absorbant qui a la
proprie´te´ de se saturer facilement, c’est-a`-dire de devenir transparent
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quand l’intensite´ lumineuse augmente. Si l’intensite´ de saturation de
l’absorbant saturable est tre`s faible devant l’intensite´ de saturation du
milieu amplificateur, les pertes de la cavite´, d’abord fortes, diminueront
plus vite que le gain au cours de l’impulsion, qui sera bre`ve et intense.
Ce type de de´clenchement passif est simple, efficace, et se fait sans le
secours d’e´le´ments optiques et e´lectroniques. Ses inconve´nients sont les
fluctuations dans le temps de de´clenchement et celles de l’intensite´.
5.3.3 The´orie du de´clenchement actif
La figure 5.5 pre´sente les diffe´rentes e´tapes du processus de de´clenchement
actif. Avec certaines approximations, les e´quations (5.1) et (5.2) permettent
d’estimer les parame`tres de l’impulsion laser dans les quatre phases princi-
pales du de´clenchement. On choisit ici un syste`me a` 4 niveaux (2∗ = 1), mais
les raisonnements restent valables pour les syste`mes a` 3 niveaux.
Pompage
On applique (5.2) avec F = 0, ce qui permet de trouver la fonction ∆N(t)
si on suppose le pompage ∆N0 constant pendant la dure´e de pompage :
∆N(t) = ∆N0
(
1− e−t/τ) . (5.14)
Pour avoir le meilleur rendement, on choisit une valeur du temps de pompage
de l’ordre de 3 a` 4 fois τ pour que ∆Ni soit tre`s proche de ∆N0. Dans les
lasers a` solides, ce temps est typiquement de l’ordre de quelques ms.
De´marrage de l’impulsion
Il se fait sur l’e´mission spontane´e, de sorte qu’il est ne´cessaire d’utiliser
l’e´quation (2.61) avec N1 = 0 et ∆N(t) = N2. On suppose que ∆N(t) ne
varie pas sensiblement dans cette phase : ∆N(t) ≃ ∆Ni. On pose
r = ∆Ni/∆Ns , (5.15)
et on a donc :
dF
dt
=
1
τcav
[r(F + 1)− F ] , (5.16)
qui donne
F (t) =
r
r − 1
[
e(r−1)t/τcav − 1] , (5.17)
ou` on a de´cale´ l’origine des temps a` l’instant du de´clenchement.
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L’intensite´ croˆıt donc de fac¸on exponentielle avec la constante de temps
τd = τcav/(r − 1). Le plus souvent on est dans les conditions favorables ou`
r ≫ 1 et τd ≪ τcav. Le temps de de´marrage de l’impulsion td, que l’on
peut de´finir comme l’intervalle de temps entre l’instant de de´clenchement
et l’instant ou` l’intensite´ atteint l’intensite´ de saturation, peut alors eˆtre
notablement infe´rieur a` la dure´e de vie des photons dans la cavite´ :
td =
τcav
r − 1 ln
(
r − 1
r
Fsat
)
≃ τcav
r − 1 ln Fsat . (5.18)
Coeur de l’impulsion
L’intensite´ est si forte pendant l’impulsion que l’on peut ne´gliger les
termes de pompage et de relaxation dans (5.2) :
d
dt
∆N = −2∗κF∆N . (5.19)
Meˆme s’il n’est pas possible de trouver les fonctions ∆N(t) et F (t), on peut
extraire la fonction F (∆N) en divisant (5.1) par (5.2)1 :
dF
d∆N
=
1
κτcav
1
∆N
− 1 . (5.20)
On inte`gre cette e´quation entre t = 0 (instant du de´clenchement) et un
instant t pendant l’impulsion, ce qui donne :
F (t)− F (0) = ∆Ni −∆N(t)−∆Ns ln ∆Ni
∆N(t)
, (5.21)
car l’inversion de population au seuil ve´rifie ∆Ns = 1/τcavκ. De plus, on peut
prendre F (0) = 0 dans cette e´quation.
Appelons tf un instant situe´ a` la fin de l’impulsion. On introduit alors la
quantite´ :
η =
∆Ni −∆N(tf)
∆Ni
, (5.22)
qui est le rendement e´nerge´tique fourni par le pompage. L’e´quation (5.21)
prise en t = tf s’e´crit, comme F (tf) ≃ 0 :
0 = ∆Ni −∆N(tf)−∆Ns ln ∆Ni
∆N(tf)
, (5.23)
1Ce changement de variable est possible car ∆N(t) e´volue de fac¸on monotone pendant
l’impulsion, comme l’illustre la figure 5.5.
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ou encore, en utilisant (5.15) et (5.22) :
1− η = e−rη . (5.24)
L’e´quation (5.24) n’a pas de solution analytique. En revanche, une re´solution
η0.2 0.4 0.6 1.0
0.0
1.0
0.80.0
0.8
0.6
0.4
0.2
1 - η
exp(-rη) solution
Fig. 5.7 – Re´solution graphique de l’e´quation (5.24) pour r = 4. La solution,
point d’intersection des deux courbes, est tre`s proche de 1.
graphique (voir la figure 5.7) montre que de`s que r atteint quelques unite´s,
η devient tre`s proche de 1. L’e´nergie totale extraite du milieu actif est donc
donne´e par :
Utot = ηh¯ω∆Ni = ηh¯ω r∆Ns ≃ h¯ω r∆Ns . (5.25)
D’autre part, le nombre de photons dans la cavite´ atteint son maximum
Fmax quand dF/dt = 0, c’est-a`-dire, en vertu de (5.1), quand ∆N = ∆Ns.
En utilisant (5.21), on a donc :
Fmax = ∆Ns(r − 1− ln r) . (5.26)
La puissance maximale dissipe´e par le laser est donc donne´e par :
P dismax =
h¯ω
τcav
Fmax =
h¯ω
τcav
∆Ns(r − 1− ln r) , (5.27)
et la portion de cette puissance qui est disponible a` la sortie du laser (suppose´
en anneau), a` travers un coupleur de sortie de transmission T, est :
P outmax =
T
Π
P dismax =
c0T
n0Lcav
h¯ω∆Ns(r − 1− ln r) . (5.28)
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Enfin, la dure´e de l’impulsion est donne´e grossie`rement par le rapport entre
l’e´nergie dissipe´e et la puissance maximale dissipe´e :
tpulse ≃ Utot
P dismax
=
ηr
r − 1− ln rτcav , (5.29)
qui est bien, comme annonce´ initialement, de l’ordre de la dure´e de vie des
photons dans la cavite´.
Extinction de l’impulsion
Comme le rendement e´nerge´tique η est tre`s proche de 1 (voir la figure 5.7),
l’impulsion vide tre`s efficacement l’e´nergie stocke´e sous forme d’inversion de
population pendant la phase de pompage. En d’autres termes, a` la fin de
l’impulsion, ∆N = ∆N(tf) ≃ 0, et il ne reste plus dans l’e´quation (5.1) que
le terme de dure´e de vie de photons :
dF
dt
= − F
τcav
. (5.30)
La de´croissance de l’intensite´ de l’impulsion est donc exponentielle avec la
dure´e de vie τcav. Si on compare avec le de´marrage de l’impulsion, on constate
que le profil temporel de l’impulsion est dissyme´trique. Cette proprie´te´ est
bien ve´rifie´e expe´rimentalement.
5.3.4 Exemple.
On conside`re par exemple un laser Nd :YAG (λ = 1.064 µm) avec une
cavite´ de longueur optique Lcav,opt = 0.5 m. On suppose que la cavite´ a
10% de pertes par tour (Π = 0.1) dont 5% proviennent du coupleur de
sortie (T = 0.05). La dure´e de vie des photons dans la cavite´ est τcav =
Lcav,opt/c0Π = 17 ns. La section efficace de la transition conside´re´e est de
l’ordre de σ ≃ 3 × 10−19 cm2 et on suppose que le faisceau a une section
d’aire S = 3 mm2. Si on parvient a` pomper ce laser 10 fois au-dessus du seuil
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(r = 10), on trouve alors :
κ =
σ
S
c0
Lcav,opt
= 6× 10−9 s−1 , (5.31)
∆Ns =
1
κτcav
= 1016 atomes , (5.32)
Utot ≃ h¯ω r∆Ns = 19 mJ , (5.33)
Fmax = ∆Ns(r − 1− ln r) ≃ 7× 1016 photons , (5.34)
P outmax =
T
Π
h¯ω
τcav
Fmax = 380 kW , (5.35)
tpulse ≃ UtotΠ
T
P outmax
= 25 ns . (5.36)
Focalise´e sur une tache de 300 µm2, cette impulsion donne une intensite´ creˆte
de 1015 W/m2.
Chapitre 6
Bruits de fre´quence et
d’intensite´.
On a vu dans les chapitres pre´ce´dents que l’e´mission spontane´e joue un
roˆle essentiel dans le de´marrage des lasers. C’est en effet elle qui apporte le
“premier photon” que le milieu actif va ensuite pouvoir amplifier par e´mission
stimule´e et qui va donc provoquer le de´marrage de l’oscillation laser. Cepen-
dant, une fois que le laser a atteint son re´gime stationnaire, l’e´mission spon-
tane´e continue a` se manifester puisqu’il continue a` y avoir une population non
nulle dans le niveau du haut de la transition laser. Cette e´mission spontane´e
a un caracte`re fortement ale´atoire : elle est e´mise avec une direction, une
phase et une polarisation ale´atoires. Elle n’est par conse´quent pas toujours
e´mise dans le mode laser. Cependant, quand elle y tombe, elle s’ajoute au
champ pre´sent dans la cavite´ du laser avec une phase ale´atoire. Elle va donc
eˆtre responsable d’une e´volution stochastique du champ laser et donc d’un
bruit.
Il n’est pas possible de de´crire rigoureusement l’e´mission spontane´e dans
le cadre de l’approche semi-classique que nous adoptons dans ce cours. Une
the´orie comple`tement quantique du laser est au-dela` du programme de ce
cours. Nous pouvons cependant conside´rer l’e´mission spontane´e comme un
terme ale´atoire dans l’e´quation d’e´volution du champ classique a` l’inte´rieur
de la cavite´. Ceci nous permettra d’obtenir une “e´quation de Langevin” pour
l’e´volution du champ laser qui permet de calculer le bruit quantique de phase
et d’amplitude pour un laser de classe A. Nous e´tendrons alors ces re´sultats
au cas des lasers de classe B.
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6.1 Equation de Langevin du laser de classe
A
6.1.1 Equation d’e´volution de l’intensite´
Conside´rons un laser en anneau fonctionnant sur un seul mode et conte-
nant un milieu actif a` e´largissement homoge`ne. Alors nous avons vu que les
e´quations d’e´volution de l’intensite´ I et de l’inversion de population par unite´
de volume ∆N se mettent sous la forme des e´quations de Statz et de Mars
du chapitre 2 :
dI
dt
=
I
τcav
(
∆N
∆Ns
− 1
)
, (6.1)
d∆N
dt
=
1
τ
(
∆N0 −∆N − I
Isat
∆N
)
. (6.2)
Supposons dans un premier temps que notre laser est un laser dit de “classe
A”, c’est-a`-dire que la dure´e de vie τ de l’inversion de population est beau-
coup plus courte que la dure´e de vie τcav des photons dans la cavite´. C’est
typiquement le cas des lasers a` gaz ou des lasers a` colorant. Dans ce cas l’in-
version de population re´agit “instantane´ment” aux variations de l’intensite´
et on peut alors e´liminer adiabatiquement l’e´quation (6.2) pour obtenir :
∆N(t) =
∆N0
1 + I(t)
Isat
. (6.3)
En injectant cette e´quation dans l’e´quation (6.1), on obtient l’e´quation d’e´volution
de l’intensite´ d’un laser monomode de classe A a` e´largissement homoge`ne du
gain :
dI
dt
=
I
τcav
(
r
1 + I
Isat
− 1
)
, (6.4)
ou` nous avons introduit le degre´ d’excitation r = ∆N0/∆Ns du laser. On dit
que le laser est “r fois au-dessus du seuil.” La solution stationnaire non nulle
de cette e´quation est donne´e par :
ION = Isat (r − 1) . (6.5)
6.1.2 Equation d’e´volution du champ
Un des aspects remarquables de l’e´quation (6.4) est qu’elle ne fait in-
tervenir que l’intensite´ du champ : la phase n’y joue aucun roˆle. Si on veut
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s’inte´resser a` la phase, on peut e´crire le champ laser intracavite´ sous la forme :
E(r, t) = u(r)A(t)e−iωt + c.c. , (6.6)
ou` u(r) contient la polarisation et la distribution intracavite´ du champ dans
le mode qui oscille (par exemple u(r) = −→εxeikz pour une onde plane polarise´e
selon x et se propageant suivant z), et ou`A(t) est l’amplitude complexe lente-
ment variable du champ laser. L’intensite´ est donne´e par I(t) = 2c0ε0 |A(t)|2
(on prend n0 = 1 dans ce chapitre) et l’e´quation (6.4) est remplace´e par :
dA
dt
=
A
2τcav
(
r
1 + 2c0ε0|A|
2
Isat
− 1
)
. (6.7)
En e´crivant l’amplitude complexe A(t) sous la forme :
A(t) = |A(t)|eiϕ(t) , (6.8)
on obtient les e´quations d’e´volution suivantes pour le module et la phase de
l’amplitude du champ laser :
d
dt
|A(t)| = |A(t)|
2τcav
(
r
1 + 2c0ε0|A|
2
Isat
− 1
)
, (6.9)
dϕ
dt
= 0 . (6.10)
L’e´quation (6.9), qui est e´quivalente a` l’e´quation (6.4), montre que la solution
stationnaire correspond a`
AON =
√
r − 1
√
Isat
2c0ε0
, (6.11)
c’est-a`-dire a` n’importe quel point du cercle de la figure 6.1. L’e´quation (6.10)
montre que rien ne contraint la phase du laser : tous les points du cercle de
la figure 6.1 sont des solutions stationnaires acceptables.
Remarque :
1. L’e´quation (6.7) aurait pu eˆtre obtenue directement en e´liminant adia-
batiquement P et ∆n dans les e´quations (2.23-2.25).
6.1.3 Introduction heuristique de l’e´mission spontane´e
On introduit l’e´mission spontane´e comme un terme supple´mentaire ale´atoire
ζ(t) dans l’e´quation (6.7) :
dA
dt
=
A
2τcav
(
r
1 + 2c0ε0|A|
2
Isat
− 1
)
+ ζ(t) . (6.12)
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Fig. 6.1 – Repre´sentation de l’amplitude complexe A(t) du champ laser.
L’ensemble des solutions stationnaires prend la forme d’un cercle.
ζ(t) est l’amplitude ale´atoire complexe correspondant a` l’e´mission spontane´e
tombant dans le mode laser. L’e´quation (6.12) s’appelle l’e´quation de Lange-
vin d’e´volution de l’amplitude complexe du champ laser. Comme l’e´mission
spontane´e est e´mise avec une phase ale´atoire, cette amplitude est a` tout
instant de moyenne nulle :
〈ζ(t)〉 = 0 , (6.13)
ou` 〈 〉 de´signe la moyenne statistique. La puissance de l’e´mission spontane´e
est quantifie´e par son auto-corre´lation :
Γζ(T ) = 〈ζ∗(t)ζ(t + T )〉 = N2Γsp(A1phot)2δ(T ) . (6.14)
Cette expression signifie simplement que la puissance de l’e´mission spontane´e
dans le mode laser est proportionnelle au nombre total N2 d’atomes dans le
niveau supe´rieur de la transition laser qui interagissent avec le mode laser
(et sont donc susceptibles d’e´mettre spontane´ment dans ce mode), a` Γsp le
taux d’e´mission spontane´e dans le mode laser pour un atome dans le niveau
2, et bien suˆr a` (A1phot)
2 le carre´ de l’amplitude du champ correspondant a`
un photon dans le mode laser. Nous pouvons justifier qualitativement l’ex-
pression (6.14) en e´crivant que l’amplitude supple´mentaire ajoute´e au champ
par l’e´mission spontane´e s’e´crit :
Asp(t) =
∑
j
A1photH(t− tj)eiϕj , (6.15)
ou` H est la fonction de Heaviside, les instants tj d’e´mission spontane´e sont
ale´atoires avec un taux moyen de N2Γsp e´ve`nements par unite´ de temps et ou`
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les phases ϕj sont des variables ale´atoires inde´pendantes e´quire´parties dans
[0, 2pi]. L’autocorre´lation de la force de Langevin peut alors eˆtre de´duite de
(6.15) :
Γζ(T ) = A21phot
〈∑
j
∑
k
ei(ϕk−ϕj)δ(t− tj)δ(t− tk + T )
〉
, (6.16)
car la de´rive´e de H est la fonction de Dirac δ. Comme ϕj et ϕk sont inde´pendantes,
on a 〈ei(ϕk−ϕj)〉 = δjk. On obtient donc :
Γζ(T ) = A21phot
∑
j
〈δ(t− tj)δ(t− tj + T )〉 . (6.17)
Finalement, en remplac¸ant la somme
∑
j dans (6.17) par l’inte´grale N2Γsp
∫
dt′
et en inte´grant on obtient bien l’e´quation (6.14). Remarquons bien que le fait
que l’autocorre´lation de l’e´quation (6.14) soit proportionnelle a` δ(T ) pro-
vient du fait que nous supposons que les e´missions spontane´es successives
sont inde´pendantes, en particulier en ce qui concerne leurs phases. Enfin, le
fait que les proprie´te´s statistiques de ζ(t) ne de´pendent pas de t montre qu’il
s’agit d’un processus stationnaire.
Pour pouvoir aller plus loin, nous devons connaˆıtre le taux d’e´mission
spontane´e Γsp pour un atome dans le niveau 2. Nous admettrons ici le re´sultat
donne´ par la the´orie de l’e´mission spontane´e dans le cadre de l’optique quan-
tique (c’est-a`-dire avec un champ quantifie´) : le taux d’e´mission spontane´e
est e´gal au taux d’e´mission stimule´e en pre´sence d’un photon dans le mode.
En utilisant le dernier terme de l’e´quation (6.2) pour un atome avec l’inten-
site´ correspondant a` 1 photon dans le mode note´e I1phot, on voit que ce taux
d’e´mission spontane´e est donc, dans le cas d’un syste`me a` quatre niveaux,
donne´ par :
Γsp =
1
τ
I1phot
Isat
=
1
τ
c0h¯ω
Vcav
h¯ω
στ
=
c0σ
Vcav
, (6.18)
ou` Vcav est le volume occupe´ par le mode laser dans la cavite´ et ou` on a utilise´
l’e´quation (2.31) pour relier l’intensite´ avec le nombre de photons intracavite´.
Ainsi, dans l’e´quation (6.14), nous avons, toujours pour un syste`me a` quatre
niveaux :
N2Γsp = ∆NΓsp = Va∆nΓsp , (6.19)
ou` Va est le volume occupe´ par le mode laser dans le milieu actif. Au voisinage
du re´gime stationnaire du laser, on a ∆n ≃ ∆ns = Π
Laσ
d’ou`, en inse´rant dans
(6.19) :
N2Γsp = Va
Π
Laσ
c0σ
Vcav
=
Πc0
Lcav
=
1
τcav
. (6.20)
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Plus ge´ne´ralement, dans le cas d’un milieu actif qu’on ne peut pas assimiler
strictement a` un syste`me a` quatre niveaux, on a :
N2Γsp =
N2
∆N
1
τcav
. (6.21)
Dans la suite, nous nous limiterons au cas du syste`me a` quatre niveaux et
nous utiliserons donc l’e´quation (6.20).
6.2 Bruits d’amplitude et de phase d’un laser
de classe A
L’e´quation de Langevin (6.12) peut eˆtre transforme´e en une e´quation
de Langevin pour l’amplitude et une e´quation de Langevin pour la phase
du champ. Par exemple, si on s’inte´resse aux petites fluctuations du champ
autour d’une solution stationnaire, on peut e´crire l’amplitude ainsi :
A(t) = [AON + a(t)] eiϕ(t) , (6.22)
ou` a(t) est re´el et petit devant AON. On remplace donc un processus stochas-
tique complexe A(t) par deux processus stochastiques re´els a(t) et ϕ(t). En
ne gardant que les termes du premier ordre, l’e´quation (6.12) devient :
da
dt
+ iAON dϕ
dt
+
r − 1
r
a
τcav
= ζ(t)e−iϕ(t) . (6.23)
En prenant les parties re´elle et imaginaire de l’e´quation (6.23), on obtient les
e´quations de Langevin gouvernant l’amplitude et la phase du laser :
da
dt
+
r − 1
r
a
τcav
= ζ1(t) , (6.24)
dϕ
dt
=
1
AON ζ2(t) . (6.25)
ζ1(t) et ζ2(t) sont les parties re´elle et imaginaire de ζ(t)e
−iϕ(t). Ils cor-
respondent aux composantes de l’e´mission spontane´e paralle`le et perpendi-
culaire au champ laser, comme le montre la figure 6.2. Comme il n’y a pas
de direction privile´gie´e dans le plan de Fresnel, ils ont les meˆmes proprie´te´s
statistiques que les parties re´elle et imaginaire de ζ(t), et donc, en utilisant
les e´quations (6.14) et (6.20) :
〈ζ1(t)〉 = 〈ζ2(t)〉 = 0 , (6.26)
Γζ1(T ) = Γζ2(T ) =
1
2τcav
(A1phot)
2δ(T ) = 2Daδ(T ) , (6.27)
ou` Da =
1
4τcav
(A1phot)
2 est le coefficient de diffusion de l’amplitude.
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Fig. 6.2 – La force de Langevin ζ(t) se de´compose en une composante radiale
ζ1(t) qui influe sur l’amplitude du champ et une composante orthoradiale
ζ2(t) qui fait diffuser la phase.
6.2.1 Bruit d’amplitude
La densite´ spectrale de puissance de bruit d’amplitude du laser s’obtient
en calculant la fonction d’autocorre´lation de a(t) puis en en prenant la trans-
forme´e de Fourier. L’e´quation (6.24) s’inte`gre formellement pour donner :
a(t) =
∫ t
−∞
dt′ζ1(t
′)e−β(t−t
′), (6.28)
ou` on a introduit le coefficient d’amortissement β = (r−1)/rτcav. La fonction
d’autocorre´lation de a(t) vaut alors :
Γa(T ) = 〈a(t)a(t + T )〉
=
∫ t
−∞
dt′
∫ t+T
−∞
dt′′2Daδ(t
′ − t′′)e−β(2t+T−t′−t′′)
=
Da
β
e−β|T |. (6.29)
Graˆce au the´ore`me de Wiener-Khintchine, on obtient alors le spectre des
fluctuations d’amplitude du laser :
Sa(Ω) =
1
2pi
∫ +∞
−∞
eiΩT Γa(T )dT =
Da
β
1
pi
β
β2 + Ω2
. (6.30)
La variance de ces fluctuations est donne´e par la valeur en T = 0 de l’auto-
corre´lation :
σ2a = Γa(0) =
Da
β
. (6.31)
90 6. BRUITS DE FREQUENCE ET D’INTENSITE
En introduisant le nombre de photons FON = A2ON/A21phot dans la cavite´, on
obtient les fluctuations relatives de l’intensite´ :
σ2a
A2ON
=
Da
β
1
A2ON
=
1
4τcav
A21phot
A2ON
rτcav
r − 1 =
r
4(r − 1)FON . (6.32)
Donc, quand le laser est loin du seuil (r ≫ 1), les fluctuations relatives de
l’amplitude sont σa/AON ≈ 1/(2
√
FON). Le spectre de bruit d’intensite´ relatif
(“Relative Intensity Noise”), donne´ par Sa(Ω)/A2ON avec l’e´quation (6.30),
est lorentzien de largeur 2β, qui est proche de l’inverse du temps de vie des
photons dans la cavite´ : l’influence de l’e´mission spontane´e sur l’intensite´
est filtre´e par le temps de re´ponse de la cavite´. Ceci est consistant avec le
comportement transitoire des lasers de classe A que nous avons e´tudie´ au
paragraphe 5.1 (voir en particulier l’e´quation 5.8).
Remarques :
1. Il convient de ne pas confondre les fluctuations de l’amplitude calcule´es
ici avec le bruit de grenaille qui apparaˆıt quand on de´tecte un champ
laser d’amplitude AON. Ce bruit de grenaille, ou “shot noise”, est en
effet duˆ au caracte`re discret de la cre´ation des photoe´lectrons dans le
de´tecteur, alors que le bruit d’amplitude calcule´ ici ne tient pas compte
du caracte`re quantique de la lumie`re et provient simplement du ca-
racte`re stochastique de l’e´mission spontane´e dans le mode laser.
2. Le bruit d’amplitude calcule´ ici ne tient compte que des fluctuations in-
troduites par l’e´mission spontane´e. Toute source de fluctuations, comme
par exemple des fluctuations du taux de pompage ∆N0 (bruit du la-
ser de pompe par exemple) ou des pertes (fluctuation du terme en
−1/τcav due par exemple a` des vibrations me´caniques ou acoustiques)
peuvent eˆtre prises en compte par des techniques d’e´quation de Lange-
vin similaires a` celle de´veloppe´e ici. Le spectre de la force de Langevin
introduite reproduira alors le spectre des fluctuations conside´re´es.
6.2.2 Bruit de phase
Contrairement a` l’amplitude du laser qui est constamment rappele´e vers
sa valeur stationnaire AON (voir le terme de rappel dans l’e´quation (6.24)
qui rame`ne le champ vers le cercle de la figure 6.2), la phase peut se de´placer
librement le long du cercle de la figure 6.2 sous l’influence de la force de Lan-
gevin ζ2/AON de l’e´quation (6.25). En fait cette e´quation de´crit pour la phase
ϕ(t) un mouvement brownien sous l’influence de cette force de Langevin. Le
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coefficient de diffusion de la phase associe´ a` cette marche ale´atoire est donne´
par :
Dϕ =
Da
A2ON
=
1
4Fτcav
. (6.33)
ϕ(t) va donc diffuser sur tout le cercle trigonome´trique selon un mouvement
brownien et ne va donc pas eˆtre un processus stationnaire. Pour contourner la
difficulte´ lie´e a` la valeur initiale non nulle de la phase, on introduit l’excursion
de phase δϕ(t) :
δϕ(t) = ϕ(t)− ϕ(0) , (6.34)
qui est telle que δϕ(0) = 0. ϕ(0) est la valeur de la phase que choisit le laser
de manie`re ale´atoire sur le cercle trigonome´trique au moment ou` il de´marre.
On peut inte´grer l’e´quation (6.25) formellement entre 0 et t, pour obtenir :
δϕ(t) =
∫ t
0
dt′
ζ2(t
′)
AON , (6.35)
ce qui donne, en utilisant (6.27), la variance de l’excursion de phase :
〈
δϕ2(t)
〉
=
∫ t
0
dt′
∫ t
0
dt′′
〈ζ2(t′)ζ2(t′′)〉
A2ON
=
∫ t
0
dt′2Dϕ = 2Dϕt . (6.36)
On voit donc bien que la phase du laser suit une marche au hasard a` une
dimension de coefficient de diffusion Dϕ. Le bruit de fre´quence du laser est
donne´ par :
δν(t) =
1
2pi
˙δϕ(t) =
ζ2(t)
2piAON . (6.37)
Donc le spectre de bruit de fre´quence du laser est donne´ par :
Dδν(Ω) =
1
2pi
∫ ∞
−∞
dT eiΩT 〈δν(t)δν(t + T )〉 = 2Da
8pi3A2ON
=
1
16pi3τcavFON
.
(6.38)
On voit ainsi que l’e´mission spontane´e cre´e un bruit blanc de fre´quence.
6.2.3 Largeur de raie laser
En raison des fluctuations de l’amplitude et de la phase, on voit donc que
le champ laser est lui aussi un processus stochastique. Le champ laser ne va
donc pas eˆtre monochromatique mais son spectre va pre´senter une largeur
finie. Pour calculer le spectre du champ laser, on peut ge´ne´ralement ne´gliger
les fluctations d’amplitude et se limiter a` l’influence de la diffusion de phase.
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Rappelons que le champ complexe du laser s’e´crit :
E(t) = AONe−iωteiϕ(t). (6.39)
On obtient a` nouveau le spectre de ce champ laser en utilisant le the´ore`me
de Wiener-Khintchine :
SE(ω
′) =
1
2pi
∫ ∞
−∞
dT 〈E(t + T )E∗(t)〉 eiω′T
=
A2ON
2pi
∫ ∞
−∞
dT ei(ω
′−ω)T
〈
ei[ϕ(t+T )−ϕ(t)]
〉
=
A2ON
2pi
∫ ∞
−∞
dT ei(ω
′−ω)T
〈
eiδϕ(T )
〉
=
A2ON
2pi
∫ ∞
−∞
dT ei(ω
′−ω)T e−
1
2〈δϕ2(T )〉
=
A2ON
2pi
∫ ∞
−∞
dT ei(ω
′−ω)T e−Dϕ|T |
=
A2ON
2pi
2Dϕ
D2ϕ + (ω
′ − ω)2 , (6.40)
ou` on a utilise´ le fait que si δϕ(T ) est un processus gaussien centre´, alors〈
eiδϕ(T )
〉
= e−
1
2〈δϕ2(T )〉.
Puissance Laser
Fréquence ν’ν
∆ν
Fig. 6.3 – Spectre du champ du laser. La largeur a` mi-hauteur est la largeur
Schawlow-Townes.
Ce spectre en fre´quence est lorentzien, comme le montre la figure 6.3. Sa
largeur totale a` mi-hauteur, appele´e largeur Schawlow-Townes, est donne´e
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par :
∆ν =
Dϕ
pi
=
1
4piFτcav
=
hν
4pi
1
τ 2cavPout
, (6.41)
ou` Pout est la puissance de sortie du laser si les seules pertes de la cavite´ sont
les pertes par transmission du miroir de sortie. L’interpre´tation de l’e´quation
(6.41) est inte´ressante : on voit que la largeur de raie du laser est donne´e, a`
un coefficient nume´rique pre`s, par la largeur de raie 1/(2piτcav) de la cavite´
vide divise´e par le nombre de photons F . Tout se passe donc comme si les F
photons du mode laser se mettaient en phase dans ce mode pour re´duire la
largeur de raie de la cavite´ d’un facteur F .
Suivant les types de lasers, la valeur de la largeur Schawlow-Townes varie
de plusieurs ordres de grandeur. Par exemple, pour un laser He-Ne (λ =
633 nm) de longueur de cavite´ 20 cm avec 1% de pertes et e´mettant 1 mW, on
trouve une largeur Schawlow-Townes de 70 mHz. Un laser a` semi-conducteur
e´mettant la meˆme puissance a` la meˆme longueur d’onde mais avec une cavite´
de 1 mm de longueur pre´sentant 50 % de pertes aura, pour sa part, une
largeur Schawlow-Townes de 7 MHz.
Remarques :
1. La` aussi, la largeur Schawlow-Townes doit eˆtre vue comme une limite
fondamentale de la largeur de raie du laser. Il existe de nombreux autres
me´canismes d’e´largissement de la raie laser, comme par exemple les
fluctuations de la longueur de la cavite´ qui induisent des fluctuations
de la fre´quence connues sous le nom de gigue (“jitter” en anglais).
2. L’expression (6.41) de la largeur Schawlow-Townes doit souvent eˆtre
corrige´e de nombreux facteurs dans les cas pratiques. Nous ne pre´sentons
ici qu’une the´orie simplifie´e permettant de toucher du doigt la physique
de la diffusion de phase dans les lasers.
6.3 Cas ge´ne´ral et application au cas d’un la-
ser de classe B
Jusqu’a` pre´sent, nous nous sommes limite´s au cas d’un laser de classe A,
c’est-a`-dire un laser pour lequel τcav ≫ τ . Nous allons montrer dans cette par-
tie que nous pouvons ge´ne´raliser les de´veloppements ci-dessus au cas ge´ne´ral,
et en particulier obtenir le spectre de bruit d’intensite´ d’un laser de classe B.
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6.3.1 Obtention des e´quations de Langevin
Dans ce cas, l’e´quation (6.12) doit eˆtre remplace´e par les e´quations sui-
vantes :
dA
dt
=
A
2τcav
(
∆N
∆Ns
− 1
)
+ ζA(t), (6.42)
d
dt
∆N =
1
τ
(
∆N0 −∆N − I
Isat
∆N
)
+ ζ∆N(t). (6.43)
Inte´ressons-nous au bruit d’intensite´ exclusivement. Dans ce cas, il est plus
inte´ressant de re´e´crire les e´quations (6.42) et (6.43) pour le nombre F de
photons dans la cavite´ et le nombre total d’atomes en inversion de population
dans le mode laser ∆N . Comme F =
IVcav
c0h¯ω
avec I = 2c0ε0|A|2, on obtient
l’e´quation suivante d’e´volution du nombre de photons :
dF
dt
=
F
τcav
(
∆N
∆Ns
− 1
)
+ ζF (t) , (6.44)
avec
ζF (t) =
2ε0Vcav
h¯ω
(AONe−iϕζA(t) + c.c.) . (6.45)
On obtient alors l’autocorre´lation de ζF (t) :
〈ζF (t)ζF (t + T )〉 = 2FON
τcav
δ(T ) , (6.46)
ou` FON =
2ε0Vcav
h¯ω
A2ON est le nombre moyen de photons dans la cavite´ en
re´gime stationnaire. Finalement, nous pouvons re´-e´crire les e´quations (6.42,
6.43) d’e´volution du laser en terme de nombre de photons dans la cavite´ et
de nombre d’atomes en inversion de population dans le mode laser sous la
forme :
dF
dt
=
F
τcav
(
∆N
∆Ns
− 1
)
+ ζF (t) , (6.47)
d
dt
∆N =
1
τ
(
∆N0 −∆N − F
Fsat
∆N
)
+ ζ∆N(t), (6.48)
ou` Fsat =
Vcav
c0h¯ω
Isat. La force de Langevin ζF (t) a son autocorre´lation
donne´e par l’e´quation (6.46). Sa densite´ spectrale de puissance est donc
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donne´e par :
SζF (Ω) =
1
2pi
∫ ∞
−∞
dT eiΩT
2FON
τcav
δ(T ) =
FON
piτcav
. (6.49)
Penchons-nous maintenant sur la force de Langevin ζ∆N(t) qui influe sur
l’e´volution de l’inversion de population dans l’e´quation (6.48). Nous pouvons
trouver l’expression de son spectre par analogie avec l’e´quation (6.49). Tout
d’abord, nous devons nous rappeler que si un photon d’e´mission spontane´e
tombe dans le mode laser, alors nous perdons une unite´ d’inversion de po-
pulation. Par conse´quent ∆N subit le meˆme bruit d’e´mission spontane´e que
F (au signe pre`s) et donc le terme
FON
piτcav
doit figurer aussi dans le spectre de
ζ∆N(t). Ensuite, nous remarquons que ce terme
FON
piτcav
vient de la dissipation
par les pertes de la cavite´. Comme l’inversion de population subit un autre
me´canisme de dissipation donne´ par le terme −∆N/τ dans l’e´quation (6.48),
le caracte`re ale´atoire de cette relaxation de population doit e´galement intro-
duire un terme de bruit du meˆme type dans la force de Langevin ζ∆N(t). Au
bilan, on a :
Sζ∆N (Ω) =
1
pi
(
FON
τcav
+
∆Ns
τ
)
. (6.50)
De plus, le spectre de corre´lation entre les deux forces de Langevin vaut :
SζF ζ∆N (Ω) =
1
2pi
∫ ∞
−∞
dT eiΩT 〈ζ∆N(t)ζF (t + T )〉 = − FON
piτcav
, (6.51)
puisque l’e´mission spontane´e a des effets exactement oppose´s sur le nombre
de photons et sur l’inversion de population.
6.3.2 Application au calcul du bruit d’intensite´ relatif
d’un laser de classe A ou B
Inte´ressons-nous maintenant aux fluctuations du laser autour de son e´tat
stationnaire en e´crivant :
F (t) = FON + δF (t) , (6.52)
∆N(t) = ∆Ns + δN(t) , (6.53)
ou` δF (t) et δN(t) sont suppose´s petits par rapport a` FON et ∆Ns. En injec-
tant (6.52) dans l’e´quation (6.47) et en ne gardant que les termes d’ordre le
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plus bas, on obtient :
˙δF =
FON
τcav
δN
∆Ns
+ ζF (t) . (6.54)
On utilise alors les e´quations (2.31), (2.36), (2.56), (3.5) et (3.8) pour e´crire :
FON =
Vcav
c0h¯ω
ION =
Vcav
c0h¯ω
Isat(r − 1)
=
Vcav
c0h¯ω
h¯ω
στ
(r − 1) = Vcav
c0στ
(r − 1) , (6.55)
∆Ns =
1
κτcav
, (6.56)
κ =
σc0
Vcav
, (6.57)
Donc l’e´quation (6.54) s’e´crit plus simplement :
˙δF =
r − 1
τ
δN + ζF (t) . (6.58)
De meˆme, en injectant (6.52) et (6.53) dans l’e´quation (6.48), en ne gardant
que les termes d’ordre le plus bas et en utilisant le fait que
∆NS
Fsat
=
τ
τcav
, on
obtient :
˙δN = − r
τ
δN − 1
τcav
F + ζ∆N(t) . (6.59)
Pour re´soudre (6.54) et (6.59), on en prend les transforme´es de Fourier, qui
s’e´crivent :
iΩδ˜F (Ω) +
r − 1
τ
δ˜N(Ω) = −ζ˜F (Ω) , (6.60)
1
τcav
δ˜F (Ω) +
( r
τ
− iΩ
)
δ˜N(Ω) = ζ˜∆N(Ω) . (6.61)
En e´liminant δ˜N(Ω), on obtient :[
Ω2 − r − 1
ττcav
+ i
rΩ
τ
]
δ˜F (Ω) = −r − 1
τ
ζ˜∆N(Ω)−
( r
τ
− iΩ
)
ζ˜F (Ω). (6.62)
Pour passer au spectre, on prend le module au carre´ de (6.62) en utilisant
(6.49-6.51), ce qui donne :
SδF (Ω) =
FON
piτcav
r
τ2
+ Ω2(
Ω2 − r−1
ττcav
)2
+ r
2Ω2
τ2
. (6.63)
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Et donc, en tenant compte du fait que si les seules pertes de la cavite´ sont
les pertes de couplage on a une puissance de sortie Pout =
FONh¯ω
τcav
, le spectre
de bruit d’intensite´ relatif (“Relative Intensity Noise”) s’e´crit :
RIN(Ω) =
SδF (Ω)
F 2ON
=
h¯ω
piτ 2cavPout
r
τ2
+ Ω2(
Ω2 − r−1
ττcav
)2
+ r
2Ω2
τ2
. (6.64)
On reconnaˆıt au de´nominateur de cette expression la pulsation des oscil-
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Fig. 6.4 – Spectres de bruit d’intensite´ relatif (RIN) en e´chelle logarithmique
pour deux lasers pre´sentant : i) le meˆme temps de vie des photons τcav =
6.7 ns, correspondant a` une cavite´ de 10 cm de long avec 5% de pertes ; ii)
le meˆme taux d’excitation r = 2 ; iii) la meˆme longueur d’onde e´gale a` 600
nm ; iv) la meˆme puissance de sortie e´gale a` 1 mW ; v) deux dure´es de vie
de l’inversion de population τ = 240 µs pour le laser de classe B et τ = 1 ns
pour le laser de classe A.
lations de relaxation Ωrelax =
√
r − 1
ττcav
. Dans le cas d’un laser de classe B,
le bruit d’intensite´ a donc un comportement re´sonant au voisinage de la
fre´quence des oscillations de relaxation. A l’oppose´, on retrouve le compor-
tement du laser de classe A en supposant au contraire que τcav ≫ τ dans
l’e´quation (6.64). Alors cette e´quation devient :
RIN(Ω) ≃ SδF (Ω)
F 2ON
=
h¯ω
piτ 2cavPout
1
Ω2 +
(
r−1
r
1
τcav
)2 Ω2 + rτ2Ω2 + r2
τ2
. (6.65)
Le premier terme de´pendant de Ω de l’e´quation (6.65) correspond a` un filtre
du premier ordre coupant a` la pulsation
√
r−1
rτcav
. Le second ratio varie tre`s
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peu dans le cas d’un laser de classe A (τ ≪ τcav) et vaut 1/r pour les faibles
valeurs de Ω. On retrouve donc dans ce cas que le laser de classe A est un
filtre du premier ordre de pulsation de coupure
√
r−1
rτcav
.
La figure 6.4 pre´sente des spectres de RIN pour deux lasers de classes A
et B qui ne diffe`rent que par leurs dure´es de vie de l’inversion de population.
On voit clairement que le laser de classe B a un bruit d’intensite´ re´sonant
autour de la fre´quence des oscillations de relaxation e´gale a` 126 kHz dans ce
cas alors qu’a` cette e´chelle le bruit d’intensite´ du laser de classe A apparaˆıt
comme plat. En fait, comme le montrent les e´quations (6.64) et (6.65), le
laser de classe B se comporte du point de vue du bruit d’intensite´ comme un
filtre du second ordre alors que le laser de classe A se comporte aux basses
fre´quences comme un filtre du premier ordre.
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